Quelques remarques a propos de I'enseignement
de la géométrie

"Former une génération nouvelle pour un monde
nouveau traduit en fait le désir de refuser auxveawx
arrivants leurs chances d'innovet."

Hannah Arendt

Cet article a été écrit aprés la lecture du téRerspective de I'enseignement de la géométrie au
XXléme siécle", document de travail pour ICME Vllulgié dansRepéres-IREM Ce document présente
guelques questions actuelles de I'enseignemera gédmétrie parmi lesquelles nous citerons celisggs par
limpact des "nouvelles technologies" sur I'enseigent, probléme que nous aborderons ci-dessouse Il
semble cependant que ce texte néglige une dimersitia de la construction de l'intelligibilité doonde; la
géométrie y semble réduite a son seul aspecumstfital (au sens ou I'entend Jean-Pierre Le Gof dan
ouvrageLe Mythe de I'Entrepri$g, autant sur le plan de ses rapports avec lesrdidemaines de la
connaissance que sur le plan de sa place dansifjaement scientifique; c'est une telle réductina,semble-t-
il, qui conduit a poser la question de l'impact sldlanseignement des nouveaux instruments offentdgs
techniques modernes, sans poser la question depéetinence, comme si la seule existence d'unuimsnt
suffisait a imposer son usage; c'est aussi cetbecti®n qui conduit a chercher dans les diversésribs de
l'apprentissage les moyens d'obtenir des répondgsctives” aux divers problemes posés par I'enseignt de
la géométrie.

Nous nous proposons ici de revenir sur quelquegdes points abordés dans le texte ICME, en mettant
l'accent sur le rble de la géométrie dans la coastn de l'intelligibilité du monde, ce qui, mardde-t-il, est la
raison premiére de son enseignement; les raisahsitpies, si elles ne sont pas négligeables, méleptn
secondes, d'autant qu'une vision purement instrtaleede la connaissance géométrique conduiraidaineg
I'enseignement d'icelle aux seuls qui auront bedeid'utiliser dans leur vie professionnelle. Erreul me
semble que c'est la prise en compte des diversyedjan domaine de la connaissance qui peut nausepiee
d'aborder les problémes de son enseignement, hismgpe des théories de l'apprentissage qui restemme
toute, réductrices; si les diverses théories cogsitpeuvent nous apprendre sur les phénomeénesgaéion,
elles ne sauraient rendre compte d'une activitétél'de connaissance) qui releve essentiellemeserii que les
hommes donnent, individuellement ou collectivemargurs actes.

Les enjeux de la connaissance géométrique

On ne peut mieux poser le probléeme de la pertsas de I'enseignement de la géométrie qu'en
revenant a cette question récurrente; quelle gsalze de la figure dans la démonstration géométfigAutant
poser la question de la place de la chaleur damaidennement thermodynamique, ou celle de la pikese
animaux dans I'étude de la zoologie.

On retrouve ici, au mieux une influence cognit@jsgjue ce soit celle du piagétisme des annéeargeix
et soixante-diX ou celle des diverses formes du cognitivisme #&tume conception de la connaissance qui,
pour la rendre objectivable, la réduit a des preugsen interaction ou a des taches a effectueracten f
convenablement réglée, au pis le seul souci démssite scolaire indépendante de tout enjeu deasance.
Dans les deux cas, la construction de la connaiss@acte de connaitre!) est réduite & une seitprdcédures,
I'enseignement n'étant plus que I'apprentissagesierocédures.
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On oublie ainsi I'un des enjeux de la connaissan@ntifique, celui de comprendre le monde, Gest-
dire de construire les instruments de l'intellii®idu monde. C'est ici la tradition deamiéresqui est en jeu
lorsque l'on sait que dans cette tradition lesienge connaissance se définissent a la fois dadede de
comprendre le monde et dans la volonté d'agiresordndé.

En ce sens, c'est moins l'invention de I'enseigneshe XXléme siécle qui est en jeu que la prise en
compte, dans I'enseignement scientifique, de Iatoaction de l'intelligibilité du monde. Mais peétie n'est-ce
la gu'une forme d'archaisme? Il faut alors savoér &chaique!

L'enseignement de la géométrie: un historique

Dans la tradition francaise de I'enseignementrdathématiques qui s'est établie depuis le XIXéme
siécle, la géométrie a joué un role important,migant sur les deux grands traités publiés au dibxtiXeme
siécle, celui de Legendtet celui de Lacrof Cette place importante de la géométrie s'appuysitme lorsque
certains aspects en étaient criti®ésur la prégnance du modeéle euclidien dans latemt®n de la science, et
la rigueur du discours démonstratif euclidien fitida I'enseignement de la géométrie le lieu derdamation de
I'esprit rationnel comme cela fut souvent dit ettéc

Cette place de la géométrie dans l'enseignementnddghématiques sera remise en cause dans les
années soixante de notre siécle par le couradiedinathématiqgues moderneSe proposant de combler le lien
entre les mathématiques enseignées et les matlhéemile la recherche (la science déja faite efidaace qui
se fait, comme on disait alors), ce courant s'apjpsyr la méthode axiomatique de Hilbert et lenpde vue des
structures développé par Bourbaki, et en appelaita@nceptions pédagogiques de Piaget, lequelifidént
quelque peu abusivement, le développement strlictarka reconstruction bourbakiste des mathémadighde
développement de la connaissance géométrique 'enéanitl.

Aujourd'hui, apres I'abandon de la réforme mieshématiques modernda géométrie semble reprendre
sa place dans I'enseignement des mathématiquegumdihistoire des derniéres réformes montre gtte place
reste instabf?. Mais ce retour, méme partiel, de la géométrieespond-il & un retour a la tradition présentée
ci-dessus ou, du moins, a un retour a la placeasoiis géométrique dans I'enseignement scientifique®
lecture attentive des programmes et des commentiiseaccompagnant ainsi que certaines pratiques- pé
gogiques nous conduisent a poser quelques questioite signification d'un tel enseignement: adtjaisd'une
connaissance de la géométrie élémentaire ou sipngtexte a pédagogie? quant a l'insistance sumileret et la
méfiance envers toute théorisation, lesquelles arifastent autant dans les discours sur I'enseigneue
dans certaines pratiques pédagogiques, elle pogeidion méme du sens d'un enseignement scieetifig

La place de la géométrie dans la connaissance

Mais peut-étre faut-il, avant de parler de I'egsement d'un domaine de la connaissance, poser la
guestion de la signification de ce domaine de fmagsance aujourd'hui.

En ce qui concerne la géométrie, il faut prendre@npte ce que nous avions appelé dans un article
antérieut3 unedégéométrisationiu quotidien dans une société de plus en plusériségar l'informatisation;
ainsi la lecture numérique du temps via les cadéaasstaux liquides qui se substitue a la lecgéemétrique
de la position des aiguilles sur le cadran d'unatrecou d'une horloge, ainsi la pesée numériquestuoplace la

’La question se pose de l'actualité de cette traclipeut-étre est-elle condamnée a disparaitre2 @attde
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part avec ce que j'appellefaiconception logicialiste de I'enseignemsat laquelle je reviendrai ci-dessous.
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pesée géométrique de la balance romaine ou deldaceade Roberval. Ainsi disparait toute une panel
culture géométrique "quotidienré; ce qui ne peut étre sans influence sur I'enseigne

Cependant, a c6té de cette dégéométrisation diagée réapparait sous une forme plus sophistiquée
dans les domaines les plus avancés de la sciert lattechnique; on peut citer, d'une part la géosation
universelle que l'on rencontre dans divers domaidleela science d'aujourd'hui, d'autre part I'ingrace de la
géomeétrie dans le nouveau domaine des images tleesgn

Ainsi se mettent en place de nouvelles pratiquéEsmgtriqgues qui sont moins celles de la géométrie
élémentaire (laquelle se fondait sur I'appréhendemsituations spatiales et cette notion flouel'guea appelé
I'intuition géométrique) que celles liées a la gétiimation de certains domaines de la connaissance.

Pour préciser ce que nous entendons par cetteégésamtion, nous rappellerons les trois aspecta de
géométrie développés dans notre article "Enseigngédmétrie, pourquoi?" cité ci-dessus, d'abogk@métrie
comme science autonome, autrement dit la sciensesitigtions spatialesensuite la géométrie dans ses
rapports avec les autres domaines de la connagssaniin la géométrie comme langage et comme repigs
tion, ce que l'on peut appeléaspect métaphoriquele la géométrie, lequel constitue le fondementiade
géométrisation.

Pour une présentation de ces trois aspects nousy@ns a notre article cité, revenant essentiefgm
sur le troisieme aspect qui représente un poinbitapt des mathématiques contempordines

En ce qui concerne les deux premiers aspects, slisenlement que l'intervention des situations
spatiales dans divers domaines de la connaissamg@iie que la géométrie ne reléve pas du seul mhema
mathématique. La géométrie intervient ainsi en gauge, en astronomie, dans les sciences physigaesne
citer que quelques uns de ces domaines de la cmamae, et participe a leur développement tounagize
ceux-ci participent au développement de la géométri

La géométrie ne reléve donc pas du seul domaineématique (au sens ou on I'entend aujourd'hui)
mais participe tout autant du domaine des sciepbgsiques. La distinction en ugéométrie mathématiquet
une géométrie pratiquepour reprendre la distinction explicitée par Eeisf, peut étre considérée comme
récente. Si la distinction entre les mathématigida physique est ancierirfela géométrie est une et les objets
gu'elle étudie sont liés au monde physique; qu®bgts mathématiques participent des idées plEemres ou
gu'ils soient des "abstractions" issues de la dssaace sensible, leur existence est antériewgar&@tude et la
tache du géomeétre est de découvrir leurs propriégéslécouverte des géométries non-euclidiennesidudoa
penser la multiplicités des géométries ce qui oteprobléeme de l'autonomie de la géométrie pgapad au
réel et conduira a redéfinir les conditions dedl@onalité scientifique; cela se traduira, quate géométrie, par
la construction hilbertiend& une géométrie est alors, du point de vue mathguet définie par une
axiomatique formelle et la physique se donne péohe de déterminer parmi les géométries mathénestiqu
celle qui représente au mieux le donné empiriquelidre entre mathématiques et physique n'est plusnqu
rapport de convenance, c'est cela que dit Reiclobribaivant:

"Mathematics reveals the possible spaces; physicgdds which among them corresponds to physical
space?9

Qu'elle soit une et ainsi apte a représenter ledmale la nature, ou qu'elle soit multiple pernmétansi
de chercher parmi ses constructions celles quésepitent au mieux le monde empirique, la géomapparait
ainsi comme un lieu essentiel ou se construielligibilité du monde; c'est cela qui nous permetdéfinir (ou
de redéfinir) sa place dans I'enseignement saigméif en précisant le lien entre I'enseignemena dgtométrie
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chapitre | deL'Archipel des isométriepublié par le Groupe d'Enseignement Mathématifaeyain-la-Neuve
1982
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Congress of Mathematical Educatjd®erkeley 1980

16Albert Einstein, "La géométrie et I'expérience” (1p2taduction Solovine) iRéflexions sur I'électrodyna-
mique, I'éther, la géométrie et la relativi®authier-Villars, Paris 1972

L7aristote, Physiquetexte établi et traduit par Henri Carteron, LefieBel ettres, Paris 1973, 193b-194a

18David Hilbert,Les Fondements de la Géométfis99) (édition critique préparée par Paul Ro}sunod,
Paris 1971

19Hans ReichenbaclThe Philosophy of Space and Tifk927),translated by Maria Reichenbach and John
Freund, with introductory remarks by Rudolf Carndpover, New York 1957, p. 6. Notons la double
interprétation du terme "decides"; soit I'espacgsfmue a une structure géométrique déterminée @hysicien
doit découvrir cette structure parmi les structyressibles, soit la structure est déterminée pphysicien pour
rendre compte des phénomeénes; la préface de Cauorape que c'est la seconde interprétation quitl ifee.



(voire plus généralement des mathématiques) eseignement des autres disciplines scientifiqueda Ce
implique que les divers domaines du savoir ol lang#rie intervient soient abordés dans l'enseignenhe la
géométrie, non comme de simples applications, @@isme une part constitutive de la connaissance ¢éom
triqgue. Cela implique aussi que la géométrie apgseadans I'enseignement des disciplines ou ekevient,
non comme un simple outil technique a utiliser @n @e besoin, mais comme une part de ces dis@pline

Nous abordons maintenant ce troisieme aspect dédmétrie que j'ai appelé l'aspevttaphorique
savoir, la géométrisation considérée conmuele de représentatiate phénomenes qu,priori, ne relévent pas
de la géométrie (au sens ou celle-ci est I'étudesiieations spatiales) ou commede d'expression langagiére
de ces mémes phénomeénes; qu'elle renvoie a degsnmagqu'elle renvoie a un langage, la géoméwisati
permet une nouvelle approche et par conséquentampréhension nouvelle des phénomenes étudiédpss la
sur le plan de la rationalité (c'est-a-dire des @sode raisonnement) et sur le plan de l'intuitiom énrichisse-
ment de l'intuition, et c'est la le point le plaspiortant de la géométrisation). Mais cette nouvafiproche ne
prend sens (aussi bien pour ceux qui la construgees pour ceux qui sont amenés a I'étudier) queepgu'elle
renvoie a cette connaissance premiére qu'est ladée élémentaire, celle des situations spatidéeg nous
avons déja parlé; sans cette connaissance premegmgtaphores géométriques perdent leur selumetst ren-
voyé a la simple utilisation formelle de langagese représentations pour laquelle la seule psséeerespect
des regles et des procédures. Ce double aspeatgiminétrisation, méthode de construction ratiderds la
connaissance d'une part et d'autre part lieu d&dsibn de nouvelles formes d'intuition, s'est dgmeé ces
derniéres années dans des domaines aussi diveta théorie des équations avec la géométrie algdbret la
géométrie différentielle, la théorie des fonctianvec I'analyse fonctionnelle (I'étude @spacesle fonctions, et
il faut souligner ici la charge intuitive du motpege), la physique contemporaine dont nous soubgseles
liens étroits avec la géométrie qui se sont tisadeur des travaux de Riemann et d'Eingfeinous pouvons
aussi rappeler l'importance des représentationsgtimues dans la théorie des probabilités ettssques.

Il faut alors chercher les conditions de la géoisation a I'intérieur méme des problématiquesyqui
conduisent et peut-étre faut-il voir d'abord daettecgéométrisation la mise en place de nouvelleads d'in-
tuition, si I'on considére que la connaissanceitiutu est la seule véritable connaissance et lgudétour
rationnel s'il est une étape essentielle de la construdiola connaissance, n'en est qu'une étape; onssege
la connaissance d'une chose gigecette appréhension globale que constitue la cesaace intuitive. Ainsi
Felix Klein écrit dans I'une des notes qui termtriefProgramme d'Erlangen

"Il ne faut toutefois pas se départir de cette prggion qu'une question mathématique ne doit pees é
considérée comme complétement épuisée alors qo'efie pas encore devenue intuitivement évideritegud
vrir au moyen de l'analyse, c'est faire un pas in@isortant, mais ce n'est que faire le premier pds.

Si l'un des objectifs du mathématicien est la tanton de cetntuitivement évidengui seul assure la
connaissance, I'enseignement des mathématiquesnai, ges objectifs, d'amener chaque éléve a carsses
propres formes d'intuition, la géométrie étant tas lieux privilégiés de cette construction. Magta suppose
que l'enseignement de la géométrie repose sudd'étas situations spatiales autant pour leur inpkcpre que
dans les divers lieux ou elles interviennent, régogieque c'est a travers leur étude que se coadlituition
géomeétrique si l'on considere que celle-ci ne skiirépas aux seules intuitions premiéres; elle aemgp
I'ensemble des connaissances que le sujet conmiaigsatériorisé a un moment donné, connaissanges s
lesquelles il a une prise directe sans qu'il liti 8écessaire de revenir, chaque fois qu'il en ada, définition
analytique d'icelles. Une telle connaissance ivilitqu'elle soit premiére ou construite, peut-&mise en
question lorsqu'on en atteint les limites. On neimici la conception gonséthienne de la connatssam-
tuitive?2,

La question se pose alors de savoir dans quellarmésretour de la géométrie dans l'enseignertant,
qu'il apparait aujourd’hui, permet la constructida cette intuition géométrique, d'une part I'intunt
géométrique des situations spatiales, d'autrecede de la géométrisation, prenant en compte eeljeudonné
a appelé legransferts d'intuitiog3.

20Christian Houzel, "Géométrie et Physique" Umiversalia 1991, supplément annuel Bncyclopaedia
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Paris 1974; les conceptions gonséthiennes de |laamsance géométriqgue sont exposées dans notke,arti
"Quelques remarques sur la démonstration (Autoudad@hilosophie de Gonseth)" iba Démonstration
mathématique dans I'Histoir€olloque Inter-IREM Epistémologie, Besancon 19&%itions IREM Besancon-
Lyon 1990 et dans l'article de Hourya Sinaceur, "ladedtique de I'espace selon Ferdinand Gonseth'ain
Figure et I'EspacgeActes du colloque Inter-IREM Epistémologie, Lyon 198REM de Lyon 1993, p. 187-206
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Cette question nous conduit a revenir sur dewntpoaujourd’hui a la mode, les théories de
l'apprentissage d'une part et l'usage des "nowvédiehnologies" dans l'enseignement, nous proposiade
montrer comment une approche non critique peut wiomda occulter les enjeux de connaissance de
l'enseignement.

De la place des théories de l'apprentissage dansr&flexion sur I'enseignement.

"Malgré toutes les “avancées” des neurosciences de
sciences cognitives , ou de la biologie, nous s@rons
peut-étre pas plus sur la nature de l'esprit humain
qu'avant®4

Pascal Engel

A la question posée dans le texte préparatoirespieetives sur I'enseignement de la géométrie au
XXléme siécle"

"Que nous apprennent déja les recherches sur fignement et sur l'apprentissage de la géométrie et
gu'attendons-nous des recherches futures?"

je répondrai simplemenRIEN".

Non que les sciences cognitives n'aient rien @ slir ce que I'on peut appeler leécanismes de la
penségmais une lecture trop stricte risque d'occulésrénjeux de connaissance ou du moins de les eéaluir
seul bon usage de quelques procédures dont ontrmEusa(ou ne veut plus savoir) les raisons quicomnduit a
les mettre en place.

Je ne reviendrai pas sur la question naive paséd [ilpatrick a Adelaide (ICME 1984)Que savons-
nous sur l'enseignement des mathématiques en 198saus ne savions pas en 1986lle implique une
conception linéaire du progrés de la connaissai&j@, inadéquate lorsqu'il s'agit des sciences ditiess (les
mathématiques et les sciences de la nature), quilda sciences humaines ou les sciences socialsgmble
plus participer de l'angélisme scientiste que dmlastruction de l'intelligibilité des phénomenies)'enseigne-
ment.

Ce siécle a vu, avec I'émergence des sciencesiesnaaitre l'idée que I'on pouvait atteindre dans
connaissance dophénomeéne humaime objectivité et une efficacité aussi grande aplies qui se sont mises en
place dans les sciences de la nature. L'enseign&nkaypprentissage ont cru bénéficier de ce dépelment et
le recours a Piaget d'abord, a l'intelligence iaitile et aux sciences cognitives aujourd'hui, sgmble
participer de cette croyance que la connaissariceardesmécanismes de la pensdevrait permettre de mieux
cerner les phénomeénes d'apprentissage et ainsk enseigne®.

Cet engouement pour les théories de I'apprengssadjait pas étre sans conséquence sur les ghoix
ont présidé aux grandes réformes de I'enseigned@estnmencer par la réforme daathématiques modernes
pour laquelle les théories piagétiennes ont jouérdle important; ainsi les analogies formelles ents
structures mathématiques définies par Bourbake®tstructures définies par Piaget dans sa tentddéivibéo-
risation de la construction de la connaissanceigtémologie génétique) allaient conduire pédagegeie
psychologues a construire un modeéle d'enseignesteriequel s'appuieront les programmes de I'ensgignt
des mathématiqués

On sait ce qu'il en fut de la réforme, mais unalyame d'icelle devrait, pour étre compléte, poaigssi
sur les contre-réformes qui ont suivi. Ce n'estipiae lieu de développer une telle anaR/isaotre référence a
la réforme des mathématiques modernes avait polipsgpos de montrer comment un appui trop étraitlas
théories de l'apprentissage dans la réflexion ‘mmséignement pouvait conduire a occulter les e&njpei
connaissances des disciplines enseignées ou dis abes réduire aux seuls asp@tifectivablesd'une question
formulée de fagon réductriccomment I'enfant apprend?"

24pascal EngePhilosophie et psychologi&allimard, Paris 1996, p. 403

250n peut lire a ce sujet le numéro consacré autioataentre didactique et intelligence artificigilar la revue
Recherches en didactique des mathématjquasme 14, 1994.

26pjaget, Beth, Dieudonné, Lichnérowicz, Choquet, &b, L'Enseignement des mathématiques.

27Nous renvoyons a notre article "L'enseignement dathématiques en France, 1970-1990" o.c. et & koavr
de Bkouche, Charlot, RoucHeaire des mathématiques: le plaisir du seiasnand Colin, Paris 1991, chapitres
1,2,3; ainsi qu'a l'ouvragees sciences au lycée, un siecle de réformes diwmatiques et de la physique en
France et a I'étrangersous la direction de Bruno Belhoste, Hélene GiggeNicole Hulin, Vuibert, Paris 1996.



Formulation réductrice parce que poser la seukstipn de l'enfant nous éloigne du probleme de
l'apprentissage de la connaissance en la restrgignan aspect accidentel (au sens aristotélicietedne),
I'enfant ignorant (ou du moins pensé comme igndramenant le pas sur la connaissance elle-mémmécee
enfant devenant, sous la forme "flenfant objectif; un objet ayant peu a voir avec I'enfant en tamt sujet
confronté a la connaissance. Ainsi, avec Piagetfdht devient un ensemble de processus cogrittiftesnent
organisés suivant des lois (ici la théorie desestf® et les piagétiens s'efforceront de relier I'enfanmel
défini par Piaget et I'enfant réel, celui qui safoonte a la connaissance dans l'institution somlai

Mais formulation réductrice aussi parce que, ettanel'accent sur les processus cognitifs endapt
tels, elle oublie les conditions réelles dans letigs se construit la connaissatfet réduit le rapport au savoir
(c'est-a-dire la confrontation entre le sujet cassant et le savoir qu'il se propose d'acquérid@gonstruiréd)

a unsimpleprobléme d'interactidd. En ce sens I'épistémologie génétique, comme $emas tard une certaine
facon de penser les sciences cognitives, est ugatiod de I'épistémologie dans la mesure ou let suje
connaissant disparait derriére le sujet objectuss $a forme du sujet cognitif; ainsi se pose Ebjgme premier
des théories cognitivistes, dans la mesure ou slie®ressent au fonctionnement de I'esprit hupwhui du
rapport entre le sujet connaissant et le sujetitbgn

A défaut de poser ce probléeme on ne peut queisidrsie sujet cognitif au sujet connaissant, lel se
sujet connaissant restant le savant cognitivistenle super-sujet observant et analysant les iritenscentre le
sujet cognitif et les objets qu'il se propose denedtre. Ainsi se met en place une théorie de taigsance a
deux niveaux, celle que propose Piaget lorsquit §ae I'épistémologie génétique, pour étudierrigsport du
sujet avec les objets qu'il est amené a connaisteconduitgpour expliciter comment le sujet est affecté par
l'objet" & '"poser ce sujet et cet objet réunis a titre d'olijet sa propre recherch, le nouveau sujet
connaissant étant alors le théoricien de la cosaat®, celle aussi que propose Daniel Dennett ianenine
méthode expérimentale pour I'étude des phénomemdegprit (au sens positif qu'a pris ce terme dass
sciences cognitives) dans la premiére partieadeonscience expliquée

On rencontre ici le paradoxe incontournable deSoribs cognitivistes, l'objectivation du sujet
connaissant implique un super-sujet, celui du sagagnitiviste observant et analysant le sujet abjé; on
peut alors continuer la chaine, un super-supet sbgervant le savant cognitiviste et ainsi deesauitinfini.

La question est alors moins celle de la possibditéhe théorie positive de la connaissance qui se
substituerait a I'épistémologie classique, c'ediréa la réflexion philosophique sur les sciences celle de la
prise en compte de relations, nécessairement mtes/ah révisables (au sens gonséthien du &jraatre une
théorie positive de la cognition et I'épistémologassique qui participe de la philosoptie

Mais c'est encore cette épistémologie classigadaguelle participe la réflexion didactique, qous
permet, & défaut d'une transparence impossiblgliEsomeénes de la connaissance et de 'apprentissage

280utre l'article cité de Piaget (cf. note 4), lesaaptions de Piaget sur l'apprentissage sont expqsar leur
inventeur dans l'ouvrage collecfithéories du langage, Théories de I'apprentisdégeébat entre Jean Piaget et
Noam Chomsky organisé par Massimo Piatelli-Palnjaribe Seuil, Paris, 1979; lire en particulier "La
psychogenése des connaissances et sa signifiégiistémologique”, p. 53-64

29 _a question se pose de la possibilité d'une corsraisspositive de ces "conditions réelles", autreémime la
possibilité d'une psychologie de la connaissangd (e faut pas confondre avec la psychologie dog).
30Contrairement a un certain discours pédagogiqugodied'hui qui met en avant la construction du #asa
dépens de l'acquisition du savoir, nous insistans gdistinguer ces deux aspects de l'acte de dvepaippelant
que I'école est un lieu d'acquisition de savoiesCparce qu'elle est ce lieu qu'elle permet a geltacquiert ce
savoir de construire du savoir; je ne parle pasiécsavoir original, mais de la reconstruction damoir déja
connu par d'autres que I'on sait retrouver pareelgm a acquis du savoir. On ne construit pasawisex
nihilo, l'autonomie de I'éléve passe par l'appropriadian savoir qua priori n'est pas le sien et I'enseignement
a justement pour but qu'il devienne sien; c'est piarce qu'il a acquis du savoir que I'éléve peunsttuire du
savoir. Quelle serait l'autonomie d'une personne‘qurait pascquissa langue maternelle, a laquelle on aurait
laissé Idiberté de construire sa propre langue?

31Que ce probléme d'interaction soit pensé comme Ex@@en ce qu'il suppose un trés grand nombre de va
riables ne rend pas l'objectivation proposée dedanaissance plus idoine. Mais s'agit-il seulendnn
probléme a un grand nombre de variables?

32)ean Piagetptroduction a I'épistémologie génétig(®tomes), PUF, Paris 1950; réédition 1973, toyne 45
33Daniel DennettLa conscience expliquééraduit de I'anglais par Pascal Engel), Editi@uile Jacob, Paris,
1993, premiére partie, p. chapitre 3.

34Ferdinand GonsetiPhilosophie Mathématiquélermann, Paris, 1939, p. 36-38. Le principe désabilité est
présenté par Hourya Sinaceur dans l'article déa'ttia dialectique de I'espace selon Ferdinand &bhso.c.
35Pour une approche de cette question nous renvaydissivrage cité de Pascal Engehilosophie et psy-
chologie



de nous donner les régles de conduite de I'ensagmte du moins de savoir en expliciter, autant cgla est
possible, les divers enjeux. En cela, la didactigggeut étre que négative, au sens médiéval the tlromme
on parlait de théologie négati®, son objet est moins de nous diredenment enseigngue de nous permettre
de situer le sens de ce que nous enseignons detbist-le sens que nous attribuons a ce que n@&EgEONS);
c'est peut-étre alors que I'on peut espérer ddonez a ce que nous enseignons si I'on accepteFamcisco
Sanchez quéCe qui est objet d'enseignement n'a que la foueelgi préte celui qui est enseigRé”

Les nouvelles technologies et I'enseignement

"Les deux grands systemes d'innovation les pluzctérs-
tiques de I'ére technologique, c'est-a-dire d'ung,des mass-
media (transistor ou télévision), d'autre part lgbernétique,
s'attachant 'un et l'autre a l'information, & seamsmission
immédiate, a son codage, a sa recherche, a sorvitadn,
sont de ce fait naturellement adaptés aux actid&$appren-
tissage, de I'éducation et de la formatio?f"

Edgar Faure

"Le développement de linformatique et de lingellice artificielle ne peut pas ne pas avoir de
conséquence sur I'enseignemeiithe telle assertion, proclamée jusqu'a plus swdfique peut-étre les limites
d'une modernité non pensée ou I'on cherche dansuveauquelque peu mythique les conditions générales de
toute activité d'enseignement, quéte d'autant folde que l'activité en question pose de nombrewblpmes
pour lesquels il y a peu de solutions.

Ce n'est pas remettre en cause l'importancenderitiatique que de poser la question de sa pedinen
dans l'enseignement des mathématiques, c'est draiceressayer d'en déterminer l'apport réel ettayuie
terrain ambigu de ce que j'ai appelé ailleursitaiernolatrie®,

Quel est I'apport de l'informatique a I'enseignende la géométrie?

La question peut étre entendue de deux facons.

La premiére, résolument moderniste, suppose quferthatique va changer le cadre traditionnel de
I'enseignement de la géométrie parce qu'elle vagegrda géométrie en tant que science. C'est upotat de
vue que développe par exemple Colette Laborde daasticle récerif.

La seconde pose moins le probleme d'une transfnmde la géométrie que celui de la place de
l'informatique dans la géométrie d'abord, dansesmeignement ensuite.

Ces deux fagons de penser I'apport de l'informatitpus renvoie a deux questions, celle de l'imgact
l'informatique sur le développement de la scienmenggtrique, celle de ses conséquences sur |'epsedgih de
la géométrie.

Ces deux derniéres questions, si elles sont lamgent étre distinguées si I'on ne veut pas rbaam
dans des errements analogues a ceux de la réfemmathématiques moderneGelle-ci, en proposant la
modernité mathématique aux éléves, a construitcsanéentre les éléves et cette modernité, tartéaa la
modernité implique des cheminements qui s'applsantune problématisation de cette modernité, pnoiié
tisation qui s'appuie elle-méme sur des connaigsaplts anciennes, ce qui SUppose une mise enepBvep
historique de cette modernité, moins pour congruir enseignement historisé que pour faire res$oens de
la modernité, c'est-a-dire les raisons qui ont @ngela construire.

L'usage mathématique de l'informatique n'impliquBement que cet usage intervienne dés les débuts
de I'enseignement si cet usage implique des cosaraiss élaborées; on peut seulement considéreetjusage

36La théologie négative se propose moins de conriéne par ce qu'il est que de I'approcher en cercaugu'il
n'est pas. Ainsi pourrait-on penser ufidactique négativécf. Rudolf Bkouche, "Variations sur nécessité et
suffisance"Repéres-IREMi°18, janvier 1995).

37Francisco Sanche#, n'est science de rie(l581) (traduit du latin par Andrée Camparot),nisksieck, Paris
1984

38Edgar Faure edl, Apprendre a étreUnesco-Fayard, Paris 1972, p. xxxviii

3%Rudolf Bkouche, "L'enseignement scientifique entllasion langagiére et l'activisme pédagogiquRépéres-
IREM n° 9, octobre 1992

40Colette Laborde, "Enseigner la géométrtijletin de 'APMEP°396, Décembre 1994



a sa place lorsqu'il est relié aux problémes és)dmoins comme outil d'apprentissage que comme outi
mathématiqutl. C'est parce qu'il est outil mathématique qutibessi outil d'apprentissage.

Je donnerai comme premier exemple l'usage dddalatice. C'est justement son usage mathématique
qui lui donne sa valeur dans I'enseignement, quiagrmoins un substitut a 'apprentissage de cigsaaces
dites traditionnelles qu'un ajout a ces connaissapermettant a la fois de les mieux utiliser etedemieux
comprendre. La calculatrice ne se substitue pastable de multiplication et plus généralement adanais-
sance des diverses regles du calcul numériquesrltmnstitue au contraire un complément efficaleefais sur
le plan du calcul proprement dit et sur la conraise des nombres, a condition d'en voir aussiiteises.

Rappelons, par exemple, le calcul du nongbcemme limite de la suiten = (1+1/n)' lorsque n tend versx; le
nombreup, indiqué sur I'écran restant désespérément éggiaurln suffisamment grafl Ainsi 'usage de la

machine dans les problémes d'approximation, apnson efficacité que par ses aspects paradéxaexvoie
a une réflexion théorique sur la notion d'approxiora

On pourrait en dire autant avec les calculatrmpanettant le calcul formel. Ainsi, en ce qui canee
lesidentités remarquablesu bien I'on considére celles-ci comme de simplgds techniques de calcul et la
machine permettra de les utiliser sans avoir bediles comprendre, ou bien I'on considére quenaaissance
des identités remarquables participe de la corsraissintime du calcul littéral, auquel cas leurgesala main
participe de cette connaissance intime, et c'eséisent dans ce cadre que l'usage de la machind et son
sens. On peut faire des remarques analogues eui @@mgerne le calcul différentiel et intégral, @& nous
renvoie a la question: les aspects techniqueslduleee sont-ils que techniqué$?

Le cas des calculatrices graphiques est intéredsaustla mesure ou leur usage pose la questioa de |
lecture d'un graphique, lecture qui, comme dansdences expérimentales, reléve de I'ordre théerique lit-
on et comment lit-on? Je renverrai ici a un artideLuc Trouche sur les calculatrices graphiffugsi nous
rappelle que la lecture d'un graphique s'apprermglietcet apprentissage reléve de l'apprentissagyendthé-
matiques. En donnant I'exemple de I'équationxjan(10 dont une lecture graphique trop rapide incline a
penser qu'elle n'a pas d'autres solutions queuéi@onulle, I'article de Trouche nous rappellglace du théo-
rique dans l'usage d'un instrument. C'est d'aslear lien entre le théorique et I'expérimental apristitue les
mathématiques comme science expérimeffiale

Ce caractére expérimental des mathématiqueserstibtérieur aux ordinateurs; il apparait aveadias
de divers instruments mathématiques, depuis larégle compas et les diverses machines a comsules
courbes inventées par les géomeétres §fesqu'aux instruments astronomiques et diversunstnts de
mesure et de deséfh On pourrait rappeler, en ce qui concerne l'emsgigent de la géométrie, que Borel
proposait en 1904 la mise en place de travauxquedi de mathématiques dans les lyt®esque Hadamard
n'hésitait pas a consacrer une partie dé.egsns de Géométriela topographi®.,

41De méme qu'en son temps, la régle a calcul.

42)e dois cet exemple a Jean-Pierre Friedelmeyer.

430n rencontre de tels paradoxes lorsqu'on travaiilelimites de la machine; ainsi si I'on constieiplus grand
nombre possible avec une Tl 57 et si on lui appliguccessivement les opératidnset exp on obtient un
nombre plus petit; en itérant l'opération on otitieme magnifique suite décroissante. Belle occag@réfléchir
sur les rapports de I'expérimental et du théorique.

44Nous développerons cette question dans un artielena "Aspects techniques et aspects conceptuais d
I'enseignement de l'analyse".

45_yc Trouche, "Calculatrices graphiques: la grandesidn", Repéres-IREM°14 janvier 1994

46Nous nous appuyons ici sur les conceptions dévéksppar Gonseth tout au long de son oeuvre dostciou
terons ici trois ouvrages qui développent I'aritioh entre les trois aspects de la connaissanmmééque:
l'aspect intuitif, 'aspect expérimental et I'aggbéorique; d'aborties Mathématiques et la Réalilanchard,
Paris, 1936, ensuit@hilosophie Mathématiquéiermann, Paris, 1939 et enfia Géométrie et le Probleme de
I'Espace Editions du Griffon, Neuchétel, 1945/1955.

47Eutocius, "Commentaires de la sphére et du cylindreArchiméde,Oeuvres tome 1V, Les Belles Lettres,
Paris 1972

48pour une étude de ces instruments, nous renvoydiosndage d'Emile FourreyCuriosités géométriques
(1907), réédition augmentée d'une étude d'EvelyndiBaVuibert, Paris 1994, deuxiéme partie, chapitr
premier.

49Emile Borel, "Les exercices pratiques de mathématiques dangitgresnent secondaire” (1904),Qreuvres
tome 4, CNRS, Paris 1972, p. 2225-2256

50Jacques Hadamartiecons de géométrigleux volumes), Armand Colin, Paris 1898/1949ditégn Gabay
1989, volume I, Livre X, Topographie.



On pourrait multiplier les exemples ou l'ordinatpermet de mieux aborder l'aspect expérimental des
mathématiques et en particulier de la géonétriblais ici encore, il faut souligner le lien entlienage sur
I'écran de l'ordinateur et le caractére théoriquéadecture de cette image.

Ainsi I'exemple développé par Luc Trouehdu graphe de la fonction

f(x) = - 121011 - 1490,1989 5601,730282 - 300,560083 + 0,03¢*

Dans les limites imposées par I'écran de la machanfonctiont est décroissante lorsgueoarcourt les
valeurs supérieures représentées sur I'écran; euieop en déduire? faut-il y voir une contradictiemire le
phénomene observé (qui devrait conduire a conjectardécroissance de la fonction lorsque la virisdnd
vers +o) et le comportement théorique. Mais de quelle reaittion s'agit-il? le probléme est moins celuing'
contradiction que celui du réle du raisonnementsdianlecture d'un graphe: c'est le raisonnementqus

apprend que c'est le signe du coefficient(ﬁqui détermine le comportement de la fonction laesqtend vers
+o0. C'est donc le théorique qui guide I'observatiogue permet de prendre conscience des limitesl#icEn ce
sens, et c'est la part de notre héritage gred, la'@®nnaissance rationnelle (c'est-a-dire la a@msance par le
raisonnement) qui fonde la certitude non seulempartde qu'elle dit le vrai, mais aussi parce qulEielique au
sens qu'elle dit les raisons du ¥PaiOn peut ainsi imaginer, pour répondre a ceuxdigént que l'usage des
calculatrices rend caduc I'apprentissage de Iaigias construction du graphe d'une fonction, urblproe de
baccalauréat qui, une fonction et son graphe éiamés8?4, demanderait aux candidats d'expliquer le liemeent
la fonction donnée et son graphe; cela ne dispaigms les éleves d'effectuer des calculs, maggiéstion
serait alors celle de leur interprétation, la rdéela calculatrice étant alors moins de faire ksuls a la place
des éléves que de permettre aux éléves de contgdearalculs.

Si l'ordinateur se révéle un instrument puissanir gui sait en user (et gavoir en usereléve autant
de l'aspect purement manipulatoire que de la péadrique de la lecture de ce qui esintrépar la machine), la
guestion se pose de déterminer en quoi il boulevirsscience géométrique, et en particulier, eni duo
bouleverse I'enseignement de cette science? lorenc'est une réflexion de l'intérieur de la gémméui peut
nous donner des éléments de réponse, réflexior'igacrit nécessairement dans le caractére probbmeades
notions mises en jeu. A défaut de la prise en cerdptce caractére problématique, l'usage de latelin dans
I'enseignement peut s'avérer madgetoccultant la nécessité de la théorisation dernigrespontanéisme de
limage. A moins que l'on ne résume l'apprentissigia science au seul discours descriptif, ceserait la mise
au rancart, dans l'enseignement des mathématidaemute rationalité, autant dire des mathématiclies-
mémes>.

C'est donc en replacant l'usage de I'outil infdigp@ dans un cadre mathématique que I'on peuepens
son intervention dans l'enseignement. Nous citeransitre d'exemple, deux ouvrages consacrés adéét
graphique des équations différentielles, celui titfves et Gautherdf et celui de Bouligand et Devisfte Si la
constructiona la maindes éléments de contact dans l'ouvrage de BodliBavisme se veut la traduction
figurale de la définition, la détermination effetides lignes intégrales demande un travail fastdiil faut
construire suffisamment d'éléments de contactg®tifines ne deviennent visibles que parce queshitnque
I'on peut les voir; au contraire, l'usage de la e proposé par Michele Artigues et Véronique Geidn
montrent d'emblée les lignes intégrales, permettniécouverte de phénomenes non forcément prgaus
I'expérimentateur (par exemple le comportementcdesbes intégrales au voisinage d'un point singulieste
alors le travail théorique, celui de I'explicatidm comportement des lignes intégrales, c'est-aFdiplicitation

S1Citons par exemple le role que peut apporter Finftique dans I'étude du mouvement des figures §éom
triques, cf. Jean-Claude Daniel, "Géométrie en rement"Repéres-IREMI®18, janvier 1995.

52| uc Trouche, "MasquesRepéres-IREMi°24, juillet 1996.

53sur le réle explicatif de la connaissance ratiolenelous renvoyons a notre article "De la démotistraen
géométrie" inLe Dessin Géométrique, de la main a I'ordinateActes du colloque Inter-IREM Géométrie (Le
Quesnoy, juin 1994), IREM de Lille, 1996, p. 189-232

54Que le graphe soit effectivement donné ou quedEmande aux éléves de le trouver & partir de Ealcsi-
latrices graphiques est ici de peu d'importancef &avouloir tester l'usage de la calculatrice brape par les
éléeves.

55 e physicien n'est pas celui qui dit que le cielldst, il est celui qui veut comprendre pourquociel est
bleu; enseigner la physique ne consiste pas &jdede ciel est bleu, mais a expliquer les raigprigont que le
ciel est bleu; apprendre la physique, ce n'est g@ascapprendre que le ciel est bleu, c'est voatmnaitre les
raisons qui font que le ciel est bleu.

S6Michele Artigues, Véronique Gautherd@ystémes différentiels. Etude graphigQedic/Nathan, Paris 1983
S’Georges Bouligand, Jacques Devisnhégnes de niveau, lignes intégrales. Introductionleiur étude
graphique Vuibert, Paris 1937



du lien entre la représentation graphique lue '&erdn et I'équation différentielle; mais tout ¢edatant la
lecture de l'image sur I'écran que le travail thg@, suppose que I'on connaisse déja la notidanasht de
contact. On voit ainsi I'apport de I'outil inforritate, la visualisation globale des lignes intégradermettant une
étude empirique que les procé@ ikl mainne permettaient pas, mais I'étude empirique n'sigigfication que
parce qu'un probléeme a été posé et c'est I'étudeldeci qui permet de construire des relationsagpriori ne
signifient rien. En ce sens, lI'usage de l'outil infatique, tout autant que l'usage des outils thées, ne prend
sens que dans le cadre d'une problématfjue

Le probléme cité ci-dessus reléve de I'enseignesgdrieur. La question se pose alors de savoir dans
quelle mesure l'intervention de l'outil informatigdans I'enseignement des mathématiques exigerameépe
pratique mathématique et a partir de quel niveansdignement cet usage devient pertinent. Si taleatice
numeérique a montré ses possibilités, et aussiimied, qu'en est-il des calculatrices graphiquesie calcul
formel? L'importance de plus en plus grande deil'dnfiormatique implique-t-elle qu'on [l'utilise diagon
volontariste dans I'enseignement en inventant des&s pertinences qui présentent les outils deodemité
technique comme participant moins de l'usage raisaque de la madi® Dans quelle mesure cet usage
magique de l'outil informatique permet-il aux élgae prendre en charge la pertinence de ces outils?

Si I'on compare I'engouement pour l'informatiquecacelui qui présida a la réforme drathématiques
modernes il semble que I'on retrouve la méme idéologidadmodernité qui imaginait que l'axiomatique allai
faciliter lI'enseignement des mathématiques, engbus prégnante avec linformatique par la fascimati
gu'exerce un objet dont certains disent qu'il k& poncret qu'un discours.

C'est gu'effectivement l'usage de I'outil inforigag¢ est performant, ce que I'on ne saurait niepdse
alors la question de la signification de cette grenfince dans I'enseignenféntle désir de performance
n'implique-t-il pas une confusion sur les objeéfits autrement dit la performance de la machine ést-el
pertinente pour la compréhension d'un phénoménbémettiqué2? La question pose alors le probléme de la
lecture telle que nous l'avons rencontré ci-desduis réponse est multiple. Ou bien l'utilisateonmait le
contexte, dans ce cas il sait pourquoi et comnantdchine lui a évité un travail fastidieux, uncadlgu'il sait
théoriqguementaire, méme si ce calcul gstatiquementors de sa porté& ou la construction du graphe d'une
fonction par exemple; on peut aussi concevoir seatal'utilisateur découvre un phénomene inattec'dst donc
gu'il attendait quelque chose, il sait qu'il ne poemd pas mais il sait aussi qu'il y a quelque elfosomprendre.
Ou bien I'utilisateur ne connait pas le contextijual cas il est devant un phénomene qui lui eah@ér et sur
lequel il n'a aucune prise (comme quelqu'un qudesant un texte écrit dans une langue qu'il n@aimpas ou
qui, méme écrit dans sa langue, lui parle de chqsetui sont étrangér€4. Un usage inconsidéré de I'outil

58 défaut de I'explicitation des problématiquessdge de I'outil informatique peut se révéler anssible que
les mathématiques modernées années soixante-dix; les mathématiques y mietdetes signification et les
éléves ne sont plus que les logiciels programmaés faire ce qu'on leur demande de faire, la fornoglenne de
I'activisme pédagogique.

59Ainsi l'approche informatique(!) du théoréme de [€hadans la brochurdpports de I'outil Informatique a
I'Enseignement de la Géométri«€€ommission Inter-IREM Mathématiques et InformagiguREM de
Montpellier, 1994, p. 89, ou l'article de Denis Tas$ Nicole Vogel, "Quelques semaines du coursatias de
Premiére S avemEeRIVE, logiciel de calcul symboliqueRepéres-IREMI°25, octobre 1996

60]] s'agit autant de la signification pour le prafesr qui voit I'éléve "réussir" que de la signifiea pour I'éléve
qui "réussit". De quelle réussite s'agit-il?

6IN'oublions pas que la question de la performanc@ase dans un contexte, contexte déterminé par des
objectifs spécifiques, et c'est dans ce contexienqueut en juger. A I'époque demthématiques modernes
invoquait déja, au nom de la modernité, la puissates méthodes analytiques pour fonder I'enseignteteela
géomeétrie sur le calcul algébrique; on ratait ams$a fois la géométrie et la compréhension du éetre les
équations et les figures géométriques.

62| 'article cité de Tasso et Vogel montre les limitescédésir de performanckrsque I'on voit les résistances
de certains éléves devant des "performances" ge'iomprennent pas.

63Sur cette distinction entre la connaissance théerijune opération et l'impossibilité pratique addire et
l'apport des machines, nous renvoyons a l'artielMdrie-Frangoise Coste-Roy, "Démonstration aut@uaten
géomeétrie: une approche par l'algébreLinDémonstration Mathématique dans I'Histoifectes du colloque
Inter-IREM Epistémologie, Besancon 1989, IREM de Beea et IREM de Lyon, 1990, p. 251-259. Si I'on ne
peut suivre les détails du calcul, c'est la corsaaise des principes mis en jeu qui hous permetaderpde
démonstration; sans la connaissance de ses pmsncipepropriété "démontrée" ne signifie rien, méme
empiriguement.

640n n'enseigne pas a lire, & qui ne sait pas e an texte de Kant ou de Cavailles.



informatique place ainsi I'éléve dans les plus ra@es conditions du contrat didactique, celui alefforce de
deviner ce que le professeur attend d€®lui

Le probléeme est donc moins celui d'un hypothétismugeversement de I'enseignement de la géométrie
(et plus généralement des mathématiques) par #udad'informatique que celui de cet usage a tigwé du
domaine géomeétrique, et nous parlons ici du domgémmeétrique classique, celui de I'étude raisordese
phénomeénes géométriques, lequel commence avetel'das propriétés des figures et la mise en ceevieud
construction.

Cela nous renvoie a la premiére partie de cetlarét c'est sur de telles considérations que nous
terminerons.

De la géométrie des figures

Si la géométrie élémentaire est d'abord I'étudegdendeurs géométriques, c'est a travers leseBgiue
l'on accéde a ces grandeurs géométrRfu& ce sens, la question de la place des figuaes kh géométrie est
de peu d'intérét, si ce n'est qu'elle nous rapgglle I'on a oublié de quoi I'on parle lorsque larle de
géomeétrie. Peut-étre un résidu de la réformentithématiques modernenais demathématiques moderngai
auraient oublié de quoi elles parlent.

La figure est la parce gqu'elle est objet d'étudéciBons.

On relie souvent I'enseignement de la géométiie gue I'on appelle I'apprentissage de la démons-
tratiorP”. A supposer, ce qui me semble loiallér de soj qu'une telle conception de I'enseignement de la
géomeétrie soit pertinente, la question se posetausies obstacles posés par l'usage de la figlaendise en
place du processus démonstratif, soit que I'évieleies propriétés a démontrer rende inutile, aux geu'éléve,
la recherche d'une démonstration, soit que le géage nécessaire de la figure occulte, pour le camgant, les
moyens de mettre en ceuvre la démonstration.

Dans le premier cas, la démonstration risque diaiipe comme une simple nécessité réglementaire du
cours de mathématiques, renforcée par des assestinoritaires du typen mathématiques, on ne s'appuie pas
sur I'évidence, il faut démontrerfa conséquence en est que les mathématiquesaigggsmt sous un angle
purement juridique ou la démonstration tient lieuréigle, moins pour des raisons de savoir que gEairaisons
d'autorité institutionnelle, le professeur devenknigarant de cette autorité. Il est vrai que lasfjon de
I'évidence est souvent posée par de jeunes prafsssgi y voient un obstacle a l'apprentissage ale |
démonstration. Ces remargques nous aménent & nmander si ce n'est pas l'idée d'un apprentissadge die
monstration en tant que tel qui constitue le ppatbbstacle a I'usage de la démonstration damselgnement
de la géométrie? si I'on considére que l'appraagissle la démonstration, en mettant l'accenesyprocédures,
oublie les enjeux de la démonstration, c'est-asdirsignificatiof8.

Dans le second cas, I'obstacle se situe dangueefelle-méme, dans la difficulté de son décryptag
qui conduit d'abord a remettre en cause la figamame objet didactique, ensuite a la reconstitues sme
forme préte a son emploi démonstratif. La figurestnfBus I'enjeu de la démonstration, tout au ptusoes la
condition d'une mise en forme favorable, un outil geut avoir son utilité dans la mise en placepthcessus
démonstratif.

Dans les deux cas, la figure apparait comme utadbsa la démonstration. Une facon de répondet a ¢
obstacle consiste a regarder comment fonctionrfiguae dans la mise en place du processus démtf)sa
guestion n'est plus: a quoi sert la figure? Idtih'étant plus mise en question, mais commenea €'est ce
gu'expligue Raymond Duval lorsque, aprés avoir ieik@l les deux obstacles définis ci-dessus, cehlii d
I'évidence et celui de I'appréhension de la figiineropose de reconsidérer la question sous lmdéocomment
fonctionne effectivement une figure dans une déhemaggométriqué?

Il semble que I'on soit ici plus proche d'une déaina mathématique, mais l'angle sous lequel se plac
Duval, s'il nous apporte un éclairage sur les gmolels que pose l'appréhension d'une figure, odesltaspects

65C'est le cas du travail de Tasso et Vogel cité ssds.

66Rudolf Bkouche, "De la démonstration en géoméuie

67Nicolas BalacheffUne étude des processus de preuve en mathématioeedes éléves de collédéniversité
Joseph Fourier, Grenoble 1988

68N otons qu'une telle critique pose de fagon géndealémites des théories de l'apprentissage dansekure ol
celles-ci mettent en avant les procédures de laittog aux dépens des enjeux de connaissances, guain
lequel nous reviendrons ci-dessous.

6%Raymond Duval, "Les différents fonctionnement defidmre dans la démonstrationRepéres-IRENMn°17
octobre 1994



proprement mathématiqués C'est que la question, poséeriori, du fonctionnement de la figure dans une
démarche géomeétrique suppose que I'on ait défiguEst une démarche géométrique avant méme ddéfiin
sur quels objets elle porte et & quelles questaiesse propose de répondre; la figure, avant déeedla
représentation figurale d'un objet au sens quBwlial, est objet d'étude et c'est I'étude de cet gioi conduit a
définir un nouvel objet (une idéalité mathématiguiint la figure devient une représentaffon

Au point de vue de Duval, jopposerai le pointvile gonséthief?, plus proche de l'activité scienti-
fique, qui dit que les démarches se constituem, camme un préalable a l'activité scientifique, sndans
l'activité scientifique elle-méme. Cela nous repvice que j'ai appelé par ailleurs une épisténmbbes problé-
matique$3: une science se constitue sur un ensemble deapssinchamp de problémesour reprendre I'heu-
reuse expression de Nicolas Rou¢héans le cas de la géométrie, lorsque nous digoasla géométrie est
d'abord I'étude des figures, cela signifie quet cesravers I'étude des figures que se constituscience
géométrique, ses concepts et ses méthodes. Laaqur&st plus celle du réle des figures dans laodétnation,
que ce soit celle de I'utilité de la figure ou eeljui semble plus en prise sur l'activité mathé&mat du
fonctionnement de la figure dans la pratique deélmonstration géométrique, la question est cellgtiujoué
par la démonstration dans I'étude des figures, tigmegjui est celle de la construction de la ratib@a
géométriqué.

Si nous sommes revenus sur ce point particulida dimonstration géométrique, c'est pour mettre en
avant la nécessité d'une approche épistémologiguiertseignement, approche épistémologique qubisstitue
sur la pratique scientifique elle-méme. Les apprsdiidactiques ou psychologiques ne viennent qusagte
pour étre pertinentes, ne se peuvent constituengegard de I'approche épistémologique dans lanmesl, Si
une science se construit sur un ensemble de prabtgms au sens ou on l'a dit plus haut, c'estisuelles
problématiques que se construit I'enseignementetie science, que ces problématiques soient ldsiégro
matiques originelles ou non. La question premiéréetseignement d'une science est donc sa probé&&man,

il se trouve que la problématique des figures estaur de la construction géométrique, méme edudust I'on
sait aujourd'hui que le développement de la gédengtconduit au dépassement de la géométrie desd§
I'enseignement ne peut alors dépasser la géordésiigures que s'il I'a rencontrée.

Une remarque pour terminer: lorsque l'on parlegdemétrie des figures, nous renvoyons au corpus
euclidien dans la mesure ou ce corpus nous serob#ittier encore aujourd'hui une premiére approeheette
géométrie, qu'il marque une premiére construct®itadationalité, construction qui a I'avantageetger proche
des objets sur lesquels elle travaille alors gaetmstructions modernes marquent une distancapport a ces
premiers objets de la géométrie; en ce sens la é€ieneuclidienne (au sens de la géométrie dévémmar
Euclide) reste un passage obligé de la construdiola science géométrigife Cela n'implique pas que cette
géomeétrie soit reprise a la lettre; ce qui est &irmen valeur dans la conception grecque de lengé@, c'est le
lien entre les objets et le discours démonstresiliji-ci se construit sur les objets eux-mémessaipie les pro-

7ONotons cependant que le seul regard mathématigpeise pas la question de I'appréhension de laefigu
nous renvoyons ici a la notion de registre étuggeRaymond Duval, (cf. Raymond Duv8kmiosis et pensée
humaine Peter Lang, Lausanne, 1996); cela pose encoreadiséafquestion des relations entre cognition et
connaissance, et plus généralement celle desoredag@ntre psychologie et épistémologie (cf. Pakcajel,
Philosophie et psychologi®.c.). En ce qui concerne la géométrie, on pdualars parler desspects non
proprement mathématiqueke I'appréhension d'une figure et de leur placges dlactivité géométrique. Mais |l
reste que ces aspects non proprement mathémasionea prendre en compte dans le cadre problénaadigos
lequel se développe l'activité mathématique.

71Sur le probléme de la construction des idéalitéhémaatiques a partir des problémes nous renvoyosra
article cité "De la démonstration géométrique”; Euprobléme de la représentation, nous renvoyonstge
intervention au colloque Inter-IREM Géométrie (Bagenjuin 1996) "La figure comme objet et représéomit

(a paraitre).

"2Ferdinand Gonsetth,a géométrie et le probléme de I'espaze. premiére partid:a doctrine préalable

73Rudolf Bkouche, "La place de I'épistémologie et thistoire des mathématiques dans l'enseignement
d'icelles", Université d'Eté d'Histoire des Mathémats, Montpellier juillet 1993. Le texte de cettéervention
paraitra ultérieurement.

74Rudolf Bkouche, Bernard Charlot, Nicolas Roudhaire des mathématiques: le plaisir du sems. chapitre
XIl.

’5cf. les interventions de Evelyne Barbin, Rudolf Bkloe et Nicolas Rouche au colloque Inter-IREM de
Géométrie, Le Quesnoy, juin 1994, autour du thérhe: rble de la démonstration dans I'étude des figures
géomeétriques”. Les textes de ces interventionsmanités dans les Actes du Collogiue Dessin Géométrique,
de la main a l'ordinateyro.c. p. 175-232

76Rudolf Bkouche, "De la géométrie sans figurel.inFigure et I'Espaceo.c. p. 33-46

77TRudolf Bkouche, préface in Michel Carr@éométrie élémentair&llipses, Paris 1995



blemes posés a la géométrie au cours de son biginoiramené les géomeétres a prendre de la distmrce
rapport aux objets, voire a les réduire, pour kesoins du discours démonstratif, a leur seul aspegagier. On
peut ainsi distinguer unmathématique des objeftelle la géométrie euclidienne) qui met I'accaunt les objets
étudiés, se proposant d'expliciter les relatiortseeres objets, et umeathématique des relationmi étudie es-
sentiellement les relations, les objets se défmispar le réseau des relations dans lequelnisesént; si dans la
mathématique des objets le langage se constituapgort aux objets que l'on se propose d'étudeams da
mathématique des relations, c'est le langage I{letate du langage) qui prend le pas sur les qbpetsyui
permet de parler du primat du langage sur les sfjell est clair que cet aspect langagier de la géoené
contemporaine (que ce soit le discours a la Hifesti le discours de l'algébre linéaire dont la gédmédu
point de vue structural, ne constitue qu'un chefffitme peut étre abordé par les commencants. C'eshenant
ces derniers aux limites des conceptions euclidismue I'on peut espérer les amener a comprerglraisens
des changements de point de vue des géorfitres

Rappelons ici un point de vue qui, tout en crigigqula construction euclidienne, participe d'unenmé
mathématique des objets, je veux parler d'un mentue développé dans la seconde partie du XIXésotes
par plusieurs géomeétres (on pourrait citer en Fraibes Holi€ et Charles Mérdp), lesquels s'appuient sur le
réle du mouvement dans la constitution de la géoeméble du mouvement mis en avant dans la réfalme
I'enseignement des mathématiques du début de deBdieCe role du mouvement ne saurait étre ignoré tans
mesure ou, d'une part il participe des principedadgéométrie, a commencer par le principe euclidie
I'égalité par superposition. C'est aluigle mouvement que se constitue le lien entre Ipsds expérimentaux
et les aspects théoriques de la géométrie eudlidjezomme le montre la démonstration de la praposi du
premier Livre de€lémentsd'Euclide, proposition qui n'est autre que le sdamas d'égalité des triangles. C'est
alors bien plus dans cette prise en compte du nmereque dans des modernisati@a®ut-vaque peut se
renouveler I'enseignement de la géométrie, lemtquhs modernes peuvent y jouer un réle comme letnmo
par exemple l'article de Jean-Claude Daniel cidesisu®®, mais ce role ne peut étre défini qu'en foncties d
objectifs généraux de l'enseignement de la géomdirest alors la fonction de I'enseignement dgetamétrie
qui est en question.

La question de la modernité

On lit dans le texte "Perspective de l'enseignéngenla géométrie au XXléme siécle", la phrase
suivante:

"Le fossé entre la conception de la géométrie conuinamp de recherche et comme objet
d'enseignement semble se creuser; mais jusqu'aucegucun consensus n'a été trouvé pour savoimoem
franchir ce fossé, ni méme s'il pourrait étre frangar l'introduction de sujets plus avancés dases |
programmes scolaires au niveau élémentaire."

C'est la question méme de l'acces a la moderigétgique qui est posée, mais elle est ici pabére
facon formelle, méme si les rédacteurs semblenir aetenu de I'échec de la réforme daathématiques
modernegjue l'acces a la modernité est difficile.

78Rudolf Bkouche, "La pensée géométrique au tournesitdxeMexX eMesjécles”, & paraitre dans un ouvrage
consacré aEncyclopédie des Sciences Mathématiques pures kdags(édition francaise), Gauthier-Villars,
Paris et Teubner, Leipzig, réédition Gabay, Parid199

79David Hilbert, Les Fondements de la Géoméifi899) (édition critique préparée par Paul Roys®unod,
Paris 1971. Il faudrait alors noter I'abondancefigses dans I'ouvrage de Hilbert ce qui conduiba nouvelle
réflexion sur le statut de la figure, probléme eu&s ne pouvons aborder ici, renvoyant a un artittérieur
"Axiomatique euclidienne et axiomatique hilbertiehiia paraitre iMnémosyme

80Nicolas BourbakiAlgébre, chapitre IX: Formes sesquilinéaires et fesmuadratiquesHermann, Paris 1959;
Jean Dieudonndlgebre linéaire et GEométrie élémentairermann, Paris 1964

81gvelyne Barbin, "Trois démonstrations pour un théeré&ikementaire de géométrie. Sens de la démonstratio
et objet de la géométri¢'a Démonstration Mathématique dans I'Histoifetes du $Me€Colloque Inter-IREM
"Epistémologie et Histoire des Mathématiques" (Besarl1989), IREM de Besancon et IREM de Lyon 1990
82)ules HolielEssai critique sur les principes fondamentaux dgdamétrie élémentair&authier-Villars, Paris
1867

83Charles MéraylNouveaux Eléments de GéométBavy, Paris 1874; nouvelle édition, Jobard, D603
84Rudolf Bkouche, "Variations autour de la réformel@62/1905" o.c.

85¢cf. note 50



Il ne suffit en effet ni de raconter le dernieatéde la science, ni de proposer aux éléves dastést
"modernes" pour que la science d'aujourd’hui qapréhendée et comprise. Tout au plus les éléeviesdeont-
ils des bribes de discours ou des types d'actigigsnon seulement ne les auront pas éclairés rnsajuent,
comme nous l'avons déja remarqué a propos dedaméfdesnathématiques modernes de certains usages
aberrants des techniques modernes, de faire étaacoénpréhension de la science d'aujourd'hui.

S'il nous semble clair que l'une des finalitéd'eleseignement est d'amener les nouvelles génésadio
comprendre le monde contemporain, il faut prendreanpte le fait que la modernité n'est jamaissiparente,
ce qui impligue que l'accés a la modernité passéepalicitation des raisons qui ont conduit ateehodernité.
Ces raisons sont essentiellement d'ordre probl§o@tu sens qu'elles se définissent a traversdb®mes (les
champs de problémes) auxquels se sont confrorgdsventeurs de la modernité, la question est alalis de la
signification de ces raisons, autant pour ceuxegseignent que pour ceux qui sont enseignés. Ldiguee la
modernité se pose ainsi moins en terme de fossébler que de problématiques a expliciter.

Pour préciser cette question, nous reviendronsusypoint particulier qui nous semble impossible a
résoudre si I'on se place dans le cadre de laiglesslichotomie tradition-modernité, nous voulomslgr du
concept de transformation en géométrie. Il est ba@mu,depuis I€rogramme d'Erlanggmue la géométrie est
I'étude des propriétés invariantes par l'actiom ditoupe de transformations opérant sur un ensermioé la
tendance moderniste a mettre en avant le pointidedes transformations dans I'enseignement élémreedtala
géométri€S; une telle conception de I'enseignement se halots & deux problémes.

Premier probléme: on élimine ainsi I'aspect retatel de I'égalité ou de la similitude entre figunmet-
tant en avant les isométries et les similitudesmerntransformations. La figure disparait comme adbfettide de
la géométrie, n'étant plus que prétexte a "activgeéométriques”, et la géométrie y perd de sonsspai,
n'apparaissant plus que comme un ensemble pluos misparate d'activités, sans que I'on sackebien ce
que signifie de telles activités; c'est cela qua pppelé I'activisme pédagogiqdé Les théories de
l'apprentissage et l'usagetout-vades machines de la modernité peuvent alors apgac@mme le moyen de
(re)donner un sens (!) a ce qui est enseigné.

Second probléme: les "transformations” de la géaenélémentaire ne transforment rien, elles né fon
que déplacer les objets sur lesquels elles agisten®est seulement dans le cadre général de lnéée
projective qu'elles acquiérent le statut de tramsédions. Les "transformations” de la géométrie élétaire sont
d'abord liées au mouvement et c'est le mouvemerdé&junit la relation d'égalité via lgrincipe de I'égalité par
superpositio8, I'aspect transformationnel apparait ainsi commeosd et c'est le résultat d'une pratique
mathématique que de passer de la notion de mouvdmest toute la part d'empirisme que cela impljcaue
concept de transformation. Evidemment, du poimntwie de la construction logique des mathématiquepeoit
partir de la notion de transformation etReogramme d'Erlangemous donne un exemple remarquable d'une
telle construction; la question se pose alors dsidaification d'une telle construction pour qunisie a la
géométrie élémentaire. Nous avons dit plus hautle du mouvement dans l'appréhension des premiéres
propriétés géométriques; la question se pose atwi)s d'une modernisation des programmes qui Wzt
sur leProgramme d'Erlangenque de la mise en place d'un enseignement gtarpal'un point de vue prenant
en compte le mouvement, conduirait, via un chemamntonvenable, & comprendre la signification d'une
reconstruction de la géométsim les groupes de transformations. C'est cela qus nooduit a proposer que I'on
revienne aux cas d'égalité des triangles danlgmsment élémentaft®

Ces remarques sur l'enseignement de la géoméinmeétaire mettent I'accent sur un certain caracter
conservateur de I'enseignement, moins pour se eimamlans la tradition que pour comprendre leonaisle la
modernité; plus que la présentation formelle dégelenseignement a pour objectif d'amener lesveles
générations a comprendre la modernité.

La mise en place de I'enseignement d'un domaineédde la connaissance ne reléve ni de l'innovation
continue comme le demande la mode, ni d'une enty#igique dans le XXléme siecle comme l'exige lediss
millénariste de cette fin de siecle; il s'agit dider s'il faut maintenir, dans I'enseignementdilege et du
lycée, ce caractere d'acces a la rationalité sitpre que constitue I'étude de la géométrie élédeia
autrement dit, si la construction de l'intelligitéil du monde participe encore de I'enseignememnjadied'hui.
Nous avons dit au début de cet article en quoi melss semblait archaique, mais c'est peut-étréaogtaique”
qui est fondateur d'avenir.

86C'est ainsi que les derniers programmes de catidgété constitués. Pour une critique de ce paniu,

nous renvoyons a notre article "De la géométrigesttransformationsRepéres-IREMI°4 juillet 1991

87Rudolf Bkouche, "L'enseignement scientifique eritiledion langagiére et I'activisme pédagogiquet, o
88C'est l'axiome 7 deBlémentsd'Euclide dans I'édition de Bernard Vitrac (Eucliles Elémentsvolume 1,
introduction générale par Maurice Caveing, tradunctt commentaires par Bernard Vitrac, PUF, P&801p.
178). Sur le réle du mouvement en géométrie, neargayons a l'ouvrage cité de Jules Holel.

89Sur la signification des cas d'égalité des triamgtemme fondateurs de la géométrie rationnelles nou
renvoyons a notre article cité "De la géométridest transformations”.



