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1
INTRODUCTION

1.1 Enseigner, c'esapprendreencore...etencore
par Maurice GLAYMANN

Dés que vous ouvrirez ce livre, vous constateue ce n'est pas livre comme les autresConforme & notre devise
"de la Materrelle a I'Université",il est le fruit des travaux de quarante Colléegdes'A.P.M.E.P. : maitres de I'Ecole
Elémentaire, 1.D.E.N., professrs des Enseignements Secamdat Supérieur ; tous ces maitoes participé depuis des
années a une recherche fondamentalkesiseignement de la mathématique a I'Ecole Elémentaire.

Enseigner la mathématique a ce niveau n'est pas unedaéébe méme autrefois, lorsque cet gmenent était
uniquementimité al'apprentissage du calcul, exigeait de la part du maitre @ffort considérable, et, il faut bien le dire,
cet effort n'était pas tooijirs payant. Certes, la plupart des enfants quittaient |'écalachant a peu presmpter, mais ce
savoir reposait trop souvent slg simples mécanismes ; ils arrivaient a résoudre certains problassggues, du moins ceux qui
restaient dans un cadre bien limitéoataucun piége n'avait été tendu ; en fait, il était toujours queigiles fonder sur du
concret quotidien, et je me souviens que lorgétes petit, ma maitresse, dont je garde par ailleurs le mesthenenir, me
demanda un jour de calculer la longueur du mur deusine connaissant sa largeur et son aire ¢ dtniere avait été
déterminée a l'aide de pots de peinture qui lui avaient permisiiierd surface... Si je n'avais été a I'époque un enfant bien
sage ef-5-] docile, j'aurais petéitre demandé a ma maitresse si elle était cagebikposer sur sanur une couche de
peintureuniformeet si ce traail avait vraiment nécessité tmombre exacttie pots de peintureBlle m'avait aussi appris a
résoudre des problemes en faisanfadesses suppositionst un autre jour, elle nous avait parlé d'un fermui avait des
poules et des lapins et qui pour trouver le nordbrses poules faisait I'hypothése que ses animaux avaient lenovéibne de
pattes... Bien sdr, tout cela est du passé et il y albiggiemps que les petits enfants n'ont plus de telblgmes a
résoudre.

En effet, depuis une dizaine d'années, il s'est produit unenpiinodification des méthodes et des contenus. Les
maitres sesont rendu compte que la seule maitrise du calcul est insuffisaride de I'Ecole ne peut plus aujoutd'se limiter
a apprendre awenfants a lire, a écrire et a compter ; il faut alledala de cefiches ; les recherches entreprises dans notre
pays et & l'étranger par de nombreuses équipes prouvent qu'un enseignement rénai@@mdaique a I'Ecolelémentaire
permet d'entreprendre unmitation fondamentale, allant d'une part dans le sens d'une vééiaidleratisation et d'autre part dans
celui d'une compréhension bierilleure par I'enfant des concepts de base.

Les Programmes de 1970 constituené premiere étape dette évolution ; mais, pour qu'un changement plus
efficace seproduise, il est dés a présent nécessaire de résoudre le probl&méde la formation permanente des
maitres de I'Ecole Elémerire.

Cette tache impérative incombeMinistére de 'Education Natiafe.

Jusqu'a ces derniéres années, un maitre pouvait enseigner gg8ceonnaissances acquises au cours de sa formation
initiale. Or,notre civilisation est caractérisée paplegrés permanentotremonde est en consi@ évolution et cela dans
tous les domaines ; iifest plus possible désormais a un enseignement d'avoir la positionbi@n confortable, du magister qui
savait tout ! ... Enseigner c'est apprendre (a prendre ou a laisser) ; la situation estl@réplrsgiersonne ne peut changer cet
état de fait. Mais seule la formatiggermanente pourra permettre a nous tdescontinuer & assurewtre fonction
d'enseignant avec efficacité.

Ce livre a justement pour but de contribuer a cette formatieat;me nouvelle étape de notre action. Nous avons choisi
ce métierparce que nous aimons les enfants et que nous savons queétargoue un role primordial dans notre société.

2 Que lI'on me permette ici de remercier I'équipe de I'lmprimerie Vaudrey, qui en noendeux mois a réalisé la performance de
composer entiéerement et d'imprimer cet ouvragen volume tés important.
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Voila pourquoinous voulons tous ensemble aller de I'avant et réaffirmebaveon"apres le pain, I'éducation est le premier
besoin d'un peuple...[-6-]
*

1.2 Comprenonsnous bien
par L. DUVERT

Lors de la mise en chantier de cette brochure consadi€eole Elémentaire, la Rédaction souhaitait, pour faciliter la
tachedes lecteurs, un effort d'unification du vocabulaire employé dadivégs articles qu'il contiendrait.
Madame ROBERT a partagé ce souci ; elle nous a écrit :
"Je crois, comme vous, qu'au sein d'un Bulletin, il faut adaptenéme vocabulaire, d@ précisant au début pour que ce
soit clair. Le choix m'importe peu, pourvu qu'on sache bien de quoi on frje.suis toute préte a employer celui de
I'A.P.M.".

BROUSSEAU a adopté la méme attitude.
Nous les remercions vivement d'avoir accepté degenaerdins termes de leurs articles.
Nous précisons @lessous quelquemes des positions adoptges le Dictionnaire de I'A.P.M. ; nous ajoutons quelques
réflexionspersonnelles sur des mots dont il ne s'est pas encore occupé.
Nous espérons qu'ainsellecteurs de cette Brochure ne seront pas rebutés par des difficultés de vocabulaire ; leurs remarqu
a cesujet seront bien entendu les bienvenues.
Nous nous proposons de poursuivre le méme but dans leoswinéBulletin de I'A.P.M., grace a la volérile coopération de
ceuxqui y écriront.

Dans le Dictionnaire de I'A.P.M.

o

1 Ensemble desaturels(zéro compris) N
Ensemble desntiers :Z
Ensemble dedécimaux D
Ensemble destionnels :Q
Ensemble destels :R
Ensemble desomplexes C

N estinclus dan& ; Z estinclus danB ; D est inclus dan® ; Q est inclus danR ; R est inclus dan€. [-7-]
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2’ Notice OPERATION
"Loi de composition interne dans Mignifie "application deN x N vers N
"Opération inerne dans Nsignifie "application d'une partie d& x N (qui peut étre éventuellement N x N
lui-méme)vers N.
Toute loi de composition interne est une opération interne. Maigste des opérations internes qui ne sont
pas des lois de composition intes.
Exemples : dans N :
L'addition, la soustraction, la multiplication, la division, sguatre opérations internes dans N.
L'addition et la multiplication sont deux lois de compositiaternes dans N ; ce n'est le cas ni de la
soustraction, ni de ldivision dans N.
(La soustraction dans Z, elle, est une loi de composition ingang Z).

3 OPERATEUR
A I'école élémentaire, ce mot signifie le plus souvent "application ensemble vers kméme", I'ensemble
étant par exemple Nyu I'ensemble des blsdogiques,...
Exemple : l'opérateur dans N "additionner 3" est l'applicationNdeers N qui a tout naturex fait
correspondre le natur&l+ 3.
Ne pas confondre avec OPERATION (voir plus hau8][

4 QUOTIENT. Soit a un naturel, b un naturel non nul
a) S'il existe un naturel c¢ tel que a = bc, ¢ s'appelle "quotient de a par b" (de préférence a "quotient exact", g

. . - : o .. a
présentdinconvénient de laisser entendre qu'il existe un quoitiertact ! ...) et se note & ou b

b) Il existe toujours un et un seul couple de naturels (q,quel:
a=bq+r etr<b

: - fes . . 124 . . :
g est le"quotient euclidien'de a par b (de préférencéquotient entier" : —— est un quotient entier qui n'est
pas eucliien).
r estle'reste"de a jar b.
Déterminer le couple (q,r) connaissant le couple (a,b),eflesttuer la'division euclidienne de a par b".
g se note quelquefois-a b
Il n‘existe pas de symbole spécial pour le reste.
Sir=0, g est le quotient de a par b.

1
c) Exemples : 15: 53 €5= 3 16+ 5=3 15+ 5=3

16 : 3 n'est pas un naturel

d) Le quotient de a par b, quand il existe, est le résultdbpération interne dans N dite "division”, dont il est
guestiordans le 1 La division euclidienne, elle, n'‘est pase opérabn interne dans N.

Autres remarques

1° Représentations d'une relation binailees deux plus employéemnt la représentation sagittale (ou "fléchée") et la
représentaton ar t ®si enne (° cases, ou ° nifuds).

Dans les deux cas, au lieu de "gs@ntation”, on emploie ausschéma", "diagramme”,... Certains auteurs spécialisent
chacurde ces deux vocables :

"schéma" (sagittal, cartésien) pour représenter une relatiaireoi

"diagramme” (de Venn, de Carroll,...) pour représenter ugnais ¢ certaines de ses parties.

Le mot "graphe" pose un probleme plus délicat :

a)Le graphe d'une relation binaire R de source A et de bsat B2-] I'ensemble des couples (x,y) tels que xRy. C'est
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une partie dyroduit cartésien AxB. Voir aussi un emplaiplgénéral dar&rticle de J. CHEVALLIER, page 11.

b)'Graphe" est parfois employé au sens de "schéma safgitathple : PAPY, Mathématique modeihe

¢)"Graphe" signifie parfois "représentation graphique" (awtrdndit "courbe représentative") d'uimaction deR
versR. Les deux sens b) et c) ne sont que des extensions dbus)ves, ou I'on passe de l'objet mathématique a ses
représentations visuelles (une fleche, un point du plan, sont deentiiéas conventionnelles d'un couple). En revarieh
senssuivant est indépendant du sens a) :

d)La "théorie des graphes", ou "analysis situs", est une partie de la topologie.
Pour éviter toute ambiguité, nous avons supprimé, sans niarecdmpréhension du texte, le mot "graphe" quand il
étaitemploye dans un sens autre que le sens a) ; nous noacasONS aupres des auteurs.

2° Dans une table, un tableau, fasgéessont de deux sortes : legnes(rangées "horizontales") et leslonnes
(rangées "vertiales").

3’ Le mot"solution", en mathémadque, désigne un élément véaifit une équation.

Exemple : les solutions de I'équation darx & 1 =0" sont letd 1.

Il serait préférable de ne pas I'employer dans le sens de "iésblliin probléme, ou de "rédaction de la réponse"

a un prokeme, oude "méthode" ("premiére, deuxiéme méthodes" plutdt que "premiere, deuxieme solutions"). [
10]

1.3 Ayez donc de belles relations...
parJ.-M. CHEVALLIER

Dans le numéro spécial 2890 consacré a la classe de sixieliadame TOUYAROT avt fait un recensement
soigneux des serdonnés au motelation. Elle n'avait pas cherché a épuiser unsigkt ; en le reprenant, je n'ai ni
l'intention de "rewriter" son articlgui reste une excellente source, ni 'ambition assez vaine de camtklrdébad tout au
plus celle de maintenir ouvertes des portedtpeame TOUYAROT jugeait déja enfoncées ! D'autre part, il Sagiesent
non de Sixiéme, mais du premier degré, ce qui remideléme encore plus délicat, et mon incompétence ename pl
profonde. Et pourtant il faudrait bien gu'on arrive a savoir a peu pogsotemet dans cette idée de "relation”, obscurcie par
tant d'usagedivers et parfois contradictoires.

Je révere comme tout un chacun la grande constructiobaiisie qu'on gutd si on le souhaité® tenir pour
purement sytaxique, a I'exclusion de toute interprétation "sémantique". Aemin niveau, ou les régles du jeu sont trés
bien définies et trés biappliquées, rien de plus légitime. Au niveau élémentaire (ehéélgire dure longtemps ! ), on ne
saurait certes proscrire tout "jeurfal”, car il peut avoir de l'attirance pour certains esprits, massred une gageure de
s'y adonner constamment et totalement. Davdeye si la portée du mealation doit s'en iouver réduite, la sagessemmande
probablement de se borner au départ & un point dengagnbliste, en convenant qu'on ne sortira pas d'un certarergini

Cependant, méme ainsi, il y a un cas ou I'on ne peut évitgraldu "formalisme" : sans tlire sans doute, voire sans
s'en rendreompte, car c'est le cas qui passe pour le plus simple, j'ai norfrakteon d'égalité”. Dans l'unives ou dans
n'importe quel esembled elle ne saurait étre autre chose que la bijection identiquex, dont l'intérét n'est pas
niable, mais qui est loin d'épuiserdentenu du concept d'égalité. Cela parcel'§galité est une relatiolinguistique et
non une relation mathématiqueui porte sur destomset non sur des "objets". Ecrire aa cela signifie :
syntaxiquenent, que toute formule telle que "abc..." peut étre valableremlacée par "a'bc..." ; sémantiquement, que
"a" et "a' sont desoms synonymes désignant le méme objet sans étmémes l'olgt. Mais, dirat-on, c'est laméme
chose avea < b, aetb n'y sontque des noms ! Oui, mais les objets noman@sb pourraient étrelésignés dans la formule
par n'importe quel autre de leurs nathsu b', [-11-] donc finalement cette formule donne une informatianlesobjets
parlintermédiaire de leurs noms. Tandis que, si je dis que "I'égalité subsiste quand on y remplace le nomdl'usuobjet
plutdt de I'objetd par un synonyme”, j'énonce |'axiome de transitpdér I'égalité, mais certainement pas une propriété de
I'objet. Celan'est pas une difficulté mineure, et il vaut mieux qu'on en soitieahadous les niveaux.

Revenons aux relations proprement mathématiques. ¢atlesci, a vouloir aller trop loin et trop tét dans
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I'abstraction, orrrive & peu prés immanquaiient & identifier "relation” et "liemerbal” ; je pense que c'est grave pour la
suite (& moins de chamatuler une fois de plus le vocabulaire, bien sdr). Si I'on habitgetssdés le jeune age a dire que
"... est frére de..." est une relatiguie pourontils répondre le jour ou on leur demandera si cettéarlast symétrique ou
non ? Rien, tant qu'on n'aura pas précisg a'iliniquement des gargons, ou a la rigueur des filles sans frerayaostraire

I "un des | asc ar Hutant diee quetnp@terslize refation'asttpas défifieu r .

Apparemment plus "concrete" est la relation considérée cansamble de couples { (Jean,Pierre), (Pierre,Jean),
(Michel,Anne) } par exemple semble remplacer avantageusement le lien verbafréressle...", du moins aussi longtemps
gu'on ne pose pas de questiaiscréte sur la relation complémentaire (celle qui aurait pouvdidsal "...n'est pas frere de...").
Assurément il est facile de former ansemble de treize couples : (Michel,Je@ne,Michel), (PierrePierre),... qui est
inclusdans I'ensemble cherché, mais c'esttouty silavait dans | e tas wun filsaura@ni q-t
on ? Comme on le voit, la critique n'est pas fonciéreraeineé que dans le premieas ; dailleurs la seule différence est
gu'ona remplacé la définition "en compréhension” d'un certain enselaldeaphe, par sa définition "en extension".
Assimiler la relation soiawu "lien verbal", soit au "graphe" est toujours un danger si l'opas'grécisé de facon explicite
sur quel ensemble (ou quels ensemidegjavaille.

Un autre écueil, moins grave dans sa nature, mais propre deféeheuses habitudes d'esprit, consiste a ne jamais
parler que deouples, comme si toutes les relatiétaient binaires ! C'est un peamme si l'on n'appelait équations que celles qui
sont "a deux inconres". Incontestablement les relations binaires ont une impodaticee faut pas sousstimer : elle est
d'ailleurs suffisante pougu'on leur ait atibué le nom particulier deorrespondances mais aquoi bon, si c'est pour
employer indifféeremment les deux mots 2]

Je crois qu'il faudrait s'en tenir aux choses qui sont a la fousssimples et les plus fondamentales. Dans un
ensemblelonnéd'adultes et d'enfants, "...est frere de Paul" définit déja une refatisrsimple que la relation "... est frére
de ...", laquelle a son tour est plus simple que la relation "... a pour pére ... et pour mére toutddaliss trois sont des
relatins, et seule la seconde est une coradgnce (la troisieme en deviendrait une si I'on associait a I'éefamtplede
ses parents).

Il apparait ladessus que c'est le couple (E,G) formé paensemble E et un seaesemble G de E qui définit de la
fagon la plusnaturelle larelation de support E et de grapl® les éléments de Gérifiant” la relation alors que ceux du
sousensemble complémaeaite "ne la vérifient pas"”. Cet aspect est assez général pour englabks cas ou l'on parle de
relationau sens ensembliste : car ri@ablige, mais rien n'empéche non plus E d'étre un produit cari§sieB, ; dans ce
cas, la relation est binaire et il revient au mémpatéer de la correspondande,(E, G), ou E est la source, He but, et
G le grphe (naturellement, si,EE E; on retrouve les consddations habituelles de symétrie, réflexivité, etc...) ; si E est un
produit cartésierE; x E, x E;, la relation est ternaire, comme c'estds pour les opératiohetc...

Parallelement, dans le lamga il serait bon d'éviter le glissemeatd sens di aux "relations avec" de la langue
courante, lesquellesappliquent en fait aux correspondances ; dire soit "le couplesétigjait a la relation R ", soit "a x
correspond y par la relatidninaire R "semble préférable'a est en relation avec y".

Comme le "calcul des attributs" pourrait étre abordé relagwendt, le fait que les propositions "a appartient a
un certainsousensemble”, "a satisfait & une certaine relationjdsséde une certaineopriété (ou un certain attribut)" sont
au fond des moyerégjuivalents d'exprimer la méme chose, devrait étre mis en lutiziesez bonne heure. Si modestes soient
elles en apparence, ces adtjaiss seraient d'un grand poigsur l'avenir ;car de jeung esprithabitués a ce mode de pensée
et d'expression ne seraient pas dépaysés quand, le jour venu, ils entreraient en contaptéalicat, lqui n'est jamais
gu'un nouvel avatar de la relation. De ce pdetue la relation (ou prédicat) de supiioest une application de ELB]
dans {rai,Faux}, et son graphe G est I'image réciproque d&a{} . Un tel gain serait considérable,
quand on constate lasfficultés encore provoquées par ce que l'on continue d'appelegldtion y = X" ; si l'une
des lettres au moins est une variable mu@itéen général on n'a pas pris la peine de mutifier ! ), la prétendue
relation n'est rien de plus qu'un lien verbal, et est tout ausssigaifiante que lui d'ou les questions sans fin
qu'on se pose. Tandigue, si I'on considére les relations, de supports resped®ifR, R, R®, x

(y=x?),y :  (y=xX3), (x,y) : (y=x9), (xy,.2) . (y=x?), il est immédiat que leurs graphes

respectifssont : {-\/9, \/V } (dans le cas y > 0), {%, une paraboleun cylindre parabolique.
Quand on a de si belles relations, c'est pour s'en servir !

% Uneopération,au sens le plus général, est définie par le Dictionnaire de I'A.P.M. comenapplication d'une partie deXEE; vers B.
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Promenade tragique

Nous devons ce dessin et ceux des pages 82 et 142 a notre cMl&Bibard, Lycée I'Emperi,
Salonde-Provence. {14-]
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2
REFLEXIONS SUR LE PROGRAMME RENOVE

2.1Un nouvel état d'esprit
par Marguerite ROBERTChambéry

1) Les naturels

2) L'addition dans N

3) La soustraction dans N

4) L'itération de ces deux opérations

5) La multiplication dans N

6) La divisiondans N

7) L'itération de ces deux derniéres lois

8) Les opérateurs numérigues

10) Composition d'opérateurs de types diffésen
9) Composition d'opérateurs numérigues de méme type
Conclusion

Les programmes de 1970 sont dits : "programmes provisoires", "programmes transitoires". i@ selnsstie ces
expressions ?

1) Ce ne sont pas de nouveaux programmes, ce sont les anciens programmes allégés de toute une partie de
inutile, sinon nocive. lls sont donc provisoires puisqu'ils appellent d'autres programmes, des programmes "niizdernes”
permettent d'attendre que le recyclage des maitres soit organisé dans I'ensemble de la France afin de leur donr
formation nécessaire pour enseigner de nouvelles notions.

2) Les commentaires invitent les maitres a présenter ces programmea, fdane reste traditionnelle, dans une
optique toute différente de celle préconisée officiellement jusqu'en 1970. Ce sont donc des programmes transitoires
peuvent et qui devraient engendrer dés a présent une véritable mutation de I'enseigneméaitr&€ldéezemathématiques.

Mais une telle mutation eslle possible actuellement, alors que la majorité des maitres n'est ni recyclée, n
encadrée ? Que beaucoup d'entre eux n'‘ont que des notions fragiles et souvent approximatives d'ensemble,'dle relatio
ensemble vers un autre, de loi de composition, si bien qu'a l'usage, elles risquent d'engendrer des confusions, des el
ou tout simplement de tourner court-25] Précisons tout de suite que les programmes de 1970 n'exigent pas la mise e
jeu detelles notions.

Mais alors quelle mutation peuvelg donc engendrer dans l'enseignement ?-Beudemander aux maitres
d'enseigner des notions traditionnelles autrement qu'ils ne le faisaient, sans pour autant faire appel aux not
fondamentales desathématiques "modernes” ? C'est ce que nous nous proposons d'étudier.

Les programmes de 1970 distinguent nettement et fort heureusement trois parties. La premiére est la seule p
mathématique du programme. Elle est d'ailleurs désignéeélpaneénts e mathématigue

Quel est donc le contenu mathématique de I'enseignement donné actuellement dans le cycle élémentaire ? I
numérique, c'est I'étude de N, c'astire des nombres naturels. L'enseignement élémentaire ne sort pas ks N
nombres &irgule ne sont que des naturels écrits conventionnellement sous forme diff¢uamteaux "fractions”, elles
ne sont pas des nombres rationnels. Les commentaires les présentent comme des "opérateurs"”, sans que le sens de
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qui préte a confusionpg bien défini. Il semble qu'elles soient des indicateurs de procédés permettant de passer d'une li
de naturels a une autre a I'aide de la multiplication et de la division dans N.

Notre programme de mathématique est donc bien délimité : les natarglgstion de leur écriture, I'étude des
guatre opérations fondamentales dans N,-a‘date I'addition et la multiplication, deux opérations point trop mauvaises,
et celles qui leur sont associées, la soustraction et la division, beaucoup plus iespesfaite ne sont pas des lois de
composition internes.

L'enseignement élémentaire reste donc, provisoirement, on ne peut plus traditionnel dans son contenu. L'é
primaire a toujours eu pour objectif d'enseigner les "quatre opérations". En quoii$®ipegyeudl bien étre transitoire ?

En fait, c'est bien la qu'est demandée aux maitres une mutation radicale, qui exigera d'eux de grands effort:
vigilance, de surveillance d'eumémes, une véritable conversion intellectuelle.

Car les naturels neost plus liés a la mesure des objets du monde physique et, surtout, les opérations sur |
naturels ne sont plus tirées des opérations sur les "grandeurs" du monde physique ou de l'univers quotidien telles
longueurs, poids, prix, capacitésl§-]

L'abandon des "opérations sur les grandeurs" est bien la mutation fondamentale apportée par les program
transitoires, c'est lui qui transforme profondément les démarches de la pensée dans I'enseignement élémentaire.

1) Les naturels

Au départ, rien ne paft changé. On a toujours présenté les naturels a partir de collections d'objets. Méme Ssi ¢
remplace le mot de collection par celui d'ensemble, le sens reste le méme.

Mais déja nous voyons que les objets de I'ensemble doivent étre distincts, qu'fas‘ardtre tous "pareils”, "de
méme nature”, et qu'il est souhaitable d'utiliser des ensembles d'objets bien différents et point trop intéress:
affectivement.

D'autre part, on ne peut plus étudier chaque naturel comme somme ou produit de natdiels,sé&u
"décompositions”, car ces notions ainsi que celles de différence ou quotient seront abordées par étapes.

L'écriture des naturels était liée a I'étude du systeme métrique : 312 cm était la longueur obtenue en mettant bc
bout 3 m, 1 dm, 2 cml faut abandonner cette démarche, partir d'une collection d'objets, faire des groupements par 3,
10,..., des groupements de ces groupements pour obtenir I'écriture du naturel dans un systéme de numération de pos
base trois, cing, dix...

Méme sice procédé est inhabituel & I'école élémentaire, il n'a rien a voir, bien que I'on croie souvent le contrai
avec les "mathématiques modernes". Il n'apporte aucun changement véritable, il fait simplement comprendre ce qu'es
numération de position permet de mieux référer notre systeme décimal.

Toutefois il apporte aux instituteurs deux thémes de réflexion importants:

a) Il faut bien distinguer le nombre de son écriture. Le naturel que nous appelons "douze" n'est pas lié a |
écriture. Historiqgument d'ailleurs, il en a eu de nombreuses. Pour nous limiter aux systemes de numération de positi
"douze" s'écrit :

22 en base cinq

110 en base trois

20 en base six

12 en base dix -17-]

L'écriture 10 désigne toujours la base du systéme adoptén bise six, douze en base douze...
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b) Les diverses écritures d'un nombre permettent d'utiliser le. signe " =" dans son sens mathématique, alors
I'enseignement traditionnel a faussé le sens de ce signe. Nous reviendrons sur cette question.Ndashatsales
maintenant a ne placer ce signe qu'entre deux écritures d'un méme nombre:

220 =110® 209=12
225 =20© 12=12
Toutes ces égalités se lisent : douze = douze

Les instituteurs sont habitués a faire, a faux, du signe " = " une sigpératoire. Il leur est donc demandé de
s'habituer a l'idée que ce signe ne "fait" rien, ne "transforme" rien, "n'agit" pas.

2) L'addition dans N

Il semble que la encore, il n'y ait pas grand changement : il s'agit, comme toujours, de réunir ctemsolle
d'objets.

Cependant souvenom®us, pour l'oublier définitivement, de I'ancienne régle : "on n'ajoute que des grandeurs d
méme nature", c'estdire des pommes a des pommes, un poids a un poids, une longueur a une longueur. Et sachons
gue le not "grandeur” n'a pas de sens mathématique, qu'il ne figure donc pas dans cette partie du programme.

Utilisons le systéme décimal de numération.

En réunissant une collection de 3 objets quelconques a une collection de 5 objets distincts des précédents
obtient une collection de 8 objets, quels que soient ces objets.

Cette situation nous donne deux nouvelles écritures du naturel 8

5+ 3
et3+5 {18]
Nous pouvons donc utiliser le signe "=" et écrire
8=5+3 5+3=8
8=3+5 3+5=8

3+5=5+3 5+3=3+5

Nous pouvons aussi faire le dessin, en désignant par des croix des objets distincts, et en mettant dans des étique
nombre des objets des collectiins

3] |[8]

¢
] A
¢

A, nous giet B g
lacerons ainsi a collection,

e “nom” de la a le nombre
collection, sans dl(tscs :
le mettre dans €léments.

une étiquette.
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Avec un tel dessin, on ne peut mettre le signe "=" qu'entre les contenus de deutegtapoebchées au méme
contour.

Le vocabulaire fait souvent question pour les maitres : ils se demandent s'il ne faut pas tout simplement remplz
le mot "addition" par celui de "somme". Distinguons donc bien ces notions, car préciser le vocabulagiréoisestla
pensée en s'astreignant a n'utiliser que le terme juste.

L'addition des naturels est une "opération" dans N qui, a tout couple de naturels tel que (3 ; 5), fait correspon
un composé, ici 3 + 5, appelé somme de naturels.

Lasomme3 + 5 estdonc le composé, par l'opératidiaddition des termes du couple (3 ; 5) commeiféérence
5 -2 sera le {19] composé par l'opération d@ustractiondes termes du couple (5 ; 2), commeieduit5 x 2 sera le
composé par l'opération aeultiplication des termes du couple (5 ; 2), et commeuetient6 : 2 sera le composé, par
I'opération dalivision des termes du couple (6 ; 2).

3 + 5 n'est donc pas une addition ! Il faut enlever a cette écriture tout son caractére dynamigeergodians
I'enseégnement traditionnel. Elle n'indique pas une "action" a réaliser. Elle n'est pas davantage un "résultat", le résu
d'une action. C'est une écriture du nombre huit sous forme de somme.

"3", "5", sontdeuxnaturels, (3 ; 5) estn couple de naturels ;85 estun naturel, celui que I'opération d'addition
fait correspondre au couple (3).

Dans I'enseignement traditionnel, "l'addition” se présentait sous forme complexe et confuse dans son dynamisi
"3" était un nombre de bonbons ou une longueur esen cm, par exemple ; "+ ", le symbole d'un don, d'un apport,
d'une action ; "5" notait le contenu de I'apport ; "=" symbolisait la fin de I'action, le brassage des bonbons, landikgparitio
la jonction des deux longueurs et annoncait le résultat,2&drivite, de cette action, le paquet de bonbons ou la longueur
obtenus.

Une action se déroule dans le temps, et le temps n'est pas réversible, d'ou le caractére irréversible qu'avait le
=", et celui de I'écriture 3 5= 8 puisque "3" est I'étaitial, "5" I'état qui suit chronologiquement, et "8" I'état final.
Nous avons toujours constaté que les enfants qui avaient compris, au sens que nous venons de décrire, I'écriture 3 +
refusaient d'écrire 8 = 3 + 5.

Une image, méme approximativeyus fera mieux comprendre I'aspect dynamique et temporel, donc irréversible,

d"une telle notion. Supposons que "3" d®signe de | a
tout en une péate, "=" est le passage de cette patdaléma de la cuisiniére, "8" le gateau qui en sort. Impossible, en
mettant | e gO©teau dans | e four, d'obtenir I a pOte et

Si les maitres veulent "mathématiser" la notion d'addition, ils leur faut donc changer raditédemerode de
pensée, renoncer a la description d'une action dans le temps, et se situer au niveau de la pensée logique, intempor
réversible. Pour ce faire, quels repéres pouwans leur donner ?

a) Comme nous l'avons déja indiqué, vider leslsyims "=" et "+" de leurs caracteres actifs, dynamiques
dans le temps20-]
Dans l'enseignement élémentaire défini par les programmes de 1970, le signe "=" ne se rencontre qu'entre c
écritures d'un méme naturel. 3 + 5 est une écriture de huit, 8 @meestitre écriture. Nous obtenons donc:

3+5=80u8=3+5

Le signe " + " fait tout simplement partie de certaines écritures d'un naturel. Ces écritures ont la forme
"somme".

C'est en s'astreignant a une lecture correcte de ces égalités quetlesursréformeront le mieux leur
pensée. Nous devons leur demander de renoncer, par une stricte surveillanoe&dieaxa la lecturetrois et
cing font huit Je peux mesurer l'effort a fournir puisque, malgré des années de contrble, il m'arrige enco
d'utiliser cette expression. Mais nul ne dit : huit fait trois et cing.

Quelle lecture proposer alors ? Le "et" n'a aucun sens précis, et le signe "=" ne peut se lire "fait". Puisq
"trois plus cing" et "huit" sont deux désignations du méme nombpéydesimple parait étre I'emploi du raccourci
: trois plus cing, c'est huitcomme nous dirions : la plus petite de la classe, c'est Brigitte.

Bien entendu la lecture : trois plus cinq égale huit reste la lecture classique, mais elle n'impose pas ¢
maites le méme effort de redressement de la pensée.
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Et nous continuerons de dire, dans le langage courant, "deux et deux font quatre" pour exprimer |
modéle de certitude !

b) Remplacer le dynamisme dans le temps par un dynamisme de type logigtéedicesar la notion de
correspondance entre une liste de couples de naturels et une liste de naturels. Ainsi

3;55Y 3 + 5 qui se |it trois plus cing ou hu
(2 ; 1) Y 2 + 1 qui se lit deux plus un ou
(6 ; 2) Y 6 + 2 qui se lit six plus deux o
(5 ; 3) Y 5 + 3 qui se lit cing plus trois

Remarquons bien que le dynamisme logique n'est pas dansdesigmais dans le passage du couple (3

; 5) a son "image" 3 + 5 par la loi d'addition.

Le naturel huit figure plusieurs fois dans la liste de droite. Lorsque les écritures sous forme de somm
auront été identifiees-31-], rien n'empéche de I'écrire de facon la plus simple et immédiatement
reconnaissable, c'eaddire : 8.

(3;5)—8
(251) 3
(6;2)
5;3

Nous comprenons mieux, sous cette forme, ce qu'est I'addition, car nous pouvons la décrire a partir
trois constituants:

I'ensemble de tous les couples de naturels, prerisde

I'ensemble de tous les naturels, seconde liste

I'ensemble de tous les traits qui relient un couple a son imageg-diestau composé de ses deux termes
par cette loi.

c) Evacuer le dynamisme dans le temps dans la présentation de la notmnnie, £'esé-dire dans la
réunion de deux collections en une seule. Présenter cette réunion "a plat" et non comme une acti\
fabricatrice.
Deux collections d'objets distincts sont déposées sur la table :
ou je regarde ces deux collections, ce qui ngasgp pas un ordre entre elles. L'ordre
n'est nécessaire que pour en parler, car le discours se déroule dans le temps et je dirai que I'une
une collection de trois objets, l'autre de cing.
ou je regarde la collection de tous les objets. Elle en comipaitte
Cette situation, avec cette double facon de voir, me permettra d'écrire huit sous les deux forme
dites sommes
3+5
5+3
et il en sera ainsi chaque fois que je rencontrerai une telle situation. C'est celle que nous avo
représentée par le desgpirécédent.

Dans cette perspective il n'y a plus, a proprement parler, d'action qui se déroule dans le temps
s'agit, ici, d'une activité mentale qui permet de reconnaitre un certain type de situation, celle ou del
collections d'objets, tous distinctont réunies en une seule, celle qui engendre I'écriture d'un naturel sous
forme de somme : le nombre des objets de la "grande" collection est la somme des nombres des objets
deux "petites"{22-]

Remarquons, enfin, pour terminer cette longue étedendtions mises en jeu par I'écriture des naturels,
gue le mot d'addition est aussi utilisé dans le langage courant, ou il n'a plus son sens mathématique, [
désigner une technique de calcul qui permet de passer, par exemple, de I'écriture 13 ritlBea2EC

plus simple ou plus avantageuse. On dit couramment qu'on “"compte l'opération”, qu'on "trouve |
résultat”. Mieux vaut éviter ces expressions fort contestables car, comme nous l'avons vu, elles son
l'origine ou proviennent d'une confusion denpée. Parlons simplement d'un procédé pratique nous
permettant d'obtenir la somme des deux naturels 13 et 8.
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3) La soustraction dans N

Dans l'enseignement traditionnel chaque "opération" se présentait avec son caractére propre, car elle correspo
aun certain type d'action matérielle distinct des autres. Alors que I'addition était liée a la notion d'apport, la soustract
dépendait de 'action d'6ter, d'enlever : j'ai 8 bonbons, j'en mange 3, il en reste 5. Enceiladali@cter la chronologie
donner I'état initial et le second état modifiant le premier pour que la différence soit liée a I'état final.

D'ou la quasimpossibilité, pour les débutants, de se repérer dans des questions de ce genre :

Javais 5 bonbons, j'en ai 8, combien m'enacam donné ?
ou
J'ai mangé 3 bonbons, j'en ai maintenant 5, combien en-pvaigparavant ?

En effet, dans le premier cas, il y a apport et le nombre cherché est une différence. Dans le second interv
I'action d'éter et le nombre cherché est une sonliest que, dans les deux cas, la recherche ne porte pas sur 'état final
mais sur |'état initial ou le second état.

Nous retrouvons les difficultés et les confusions d'une pensée liée a un déroulement chronologique d'acti
matérielles. Elle n'accéde pas plan logique et n'est pas réversible de ce fait.

Il faut donc que les maitres opérent la méme conversion mentale que celle qui leur a été demandée pour l'addi
En réalité la premiere, si elle est solide, suffit, car la situation logique n'estometrta précédente, il n'y a qu'un
changement de notatiof2[3-]

Prenons le dessin précédent de cette situation:

Cette foisci, au lieu de l'utiliser pour écrire huit sous forme de somme, nous l'utiliserons pour écrire cing soL
forme de différenc® - 3, ou 3 sous la forme-&b.

Et comme nous savons que le signe "=" se met entre deux écritures d'un méme nattaalire'esitre les
contenus de deux étiquettes accrochées au méme contour, nous écrirons
85=3 3=85
8-3=5 5=8-3
Findement la situation de base, celle ou deux collections de cing et trois objets tous distincts sont réunies en
collection de huit objets, nous aura permis d'écrire d'abord le nombre des objets de la "grande" sous forme de
sommes, puis celui de chae des "petites” sous forme d'une différence.
On mesure l'importance de la maitrise de ces notations. Un enfant doit pouvoir, sans hésiter, écrire le contenu

1t

http//micheldelord.info/apmep72.pdf




étiquettes en-4-] blanc sur le dessin suivant :

Voici, entre bien d'autres, quelegiexercices a proposer

a) Habiller le dessin précédent par une "histoire", telle que
Dans un vase il y a cing roses et tr oi s-adlirehuitfedrs . [ .
Dansunvaseilyahuitfleurs,desroses des Till et s. 'l y a ci-adji me sterso ied

On peut aussi dire 'histoire ainsi

Dansunvaseilyaf | eur s : ci nq X @esteiryq plesttrois(au draisplusi cind), lcaslireshuit;
Xx=5+3
x=8
Dans un vase il y a huit fl eurs, cadimnedroiss o0ses et y T1Til/l
y=8-5
y=3

Remarquons que 1" histoire" ne se déroule pas dans le temps. |l s'agit bien de la description d'uné'aifleitioOn
n'y trouve ni apport, ni retrait.

b) Donner un naturel écrit sous forme de somme ou de différence et demander le dessin correstishdant [

Ainsi 4 + 2 donnera 51 3 donnera
5]

4+2
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c) Proposer une “équation”,

la résoudre a 1’aide du dessin

correspondant. 7]
Ainsi: 3+x=17

donne le dessin :

qui permet d’écrire
directement, en mettant
les croix nécessaires
dans les contours : x = 4

ou encore :
[-26]
qui fournit I’égalité : x =7 —3
c'est-a-dire 1x=4 5]

Soit encore I’équation : 5 —x =3
Elle donne le dessin :

qui permet, a I’aide des croix
nécessaires dans chaque contour,
d’obtenir directement : x = 2
ou encore le dessin :

qui fournit 1’égalité :

ou

Ces derniéres notations peuvent paraitre aux maitres ardues et compliquées. Avant de les étudier, nous
laissons le soin de mettre en place celles, plus simples, que donne I'éguation
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Xi 3=4
Bien entendu, il faut proposer aux emfades équations sans solution telles que
x+5=2
3i x=4
lls voient vite qu'on ne peut faire un dessin car dans le premier cas, 5 serait le nombre d'objets d'une "pet
collection et 2 celui de la "grande", et dans le second cas, 3 serait cédufgtande" tandis que 4 serait celui d'une
"petite”. [27]

Dans tous ces exercices, I'essentiel est le respect de la régle du signe "=". Les deux membres de I'équation do
figurer dans des étiquettes accrochées au méme contour.

Jusqu'a présent nouawons parlé que de la différence entre deux naturels. Elle est liée a une situation qui exig
gue le premier soit supérieur au second. Précisons maintenant ce gu'est la soustraction dans N. C'est une opération
deux naturels énoncés dans un ordrerddéiné, donne pour image, si elle existe, la différence entre le premier et le
second.

Contrairement a ce qui se passe pour l'addition, tous les couples de naturels n‘auront donc pas une image par
opération. Ainsi le couple (5 ; 3) en a une, le ¢ep ; 5) n'en a pas.

Prenons une liste de quelques couples et celle de leurs images, quand elles existent :

(5;3) 5—3
4;1)—4-—1
(3;5)
(8;6)——8—6
(1;4)
(4;2) 4—2
Le naturel deux figure trois fois dans la liste des images. Nous obtenons donc les listes
(o) 2
(4;1) 3
(3;5)
(8;6
(1;4)
(4;2)

et nous décrivons la soustraction dans Nréirgies trois constituants
I'ensemble de tous les couples de naturels, premiére liste.
I'ensemble de tous les naturels, seconde liste.
I'ensemble de tous les traits qui relient un couple a son image, quand elle existe.

Par la loi d'addition, tout colga une image. C'est une loi interne dans N. On peut toujours écrire la somme de
deux naturels.

L'opération de soustraction ne donne pas une image a tout couple : a et b étant deux naturels distincts, elle
donne une image qu'a I'un des deux coupledjaet (b ; a). Ce n'est pas une loi de composition interne dans N. On ne
peut toujours écrire 1a28-] différence entre un premier naturel et un second : I'écritufe st dépourvue de sens dans
I'ensemble N.

4) L'itération de ces deux opérations

Notre situation de base a toujours été, dans I'étude précédente, celle de deux collections d'objets tous disti
réunies en une seule. Précisons bien que nous employons le terme de réunion avec son sens dans le langage courz
notion de réunion, au 88 mathématique, n'entre pas dans le cadre des programmes de 1970.

La question se pose de savoir si hous saurions nous repérer dans une extension de la situation précéden
savoir celle de trois collections d'objets tous distincts réunies en une Agpddons, A, B, C ces trois collections en
supposant qu'elles comportent respectivement 3, 2 et 4 objets, et désignons par D la collection formée par leur réunio
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a) Comment utiliser alors la notion de somme de deux naturels ?
L'idée vient natureiment de réunir deux "petites" collections, par exemple A et B, en une seule pour retrouve
la situation bien connue.

[-29]

Nous savons qu'au contour représentant la collection ainsi formée, nous pouvons attacher deux étiquet
contenant les sones:
3+2et2+3
Et nous voyons que la collection D est la réunion de deux collections, la collection C et celle que nous venons
constituer. Nous pouvons alors attacher 4 étiquettes au contour de la collection D dans lesquelles nous écrivons
(3+2)+4 4+(3+2)
(2+3)+4 4+(2+3)
Ces quatre écritures sont des écritures du naturel neuf.

Bien entendu nous allons recommencer en réunissant d'abord les collections B et C et nous obtiendrons qu.
nouvelles écritures du nombre neuf

(2+4)+3 3+(2+4)
(4+2)+3 3+(4+2)
Enfin la réunion préalable des collections A et C nous fournira encore quatre écritures du nombre neuf
(3+4)+2 2+(3+4)
(4+3)+2 2+(4+3)

Nous pouvons dire que neuf eatdomme des trois naturels 3, 2 et 4, et nous avons 12 fagons d'écrire cette

somme. En méme temps, nous avons la possibilité d'écrire de nombreuses égalités telles que
(2+4)+3=3+(4+2)

Il suffit de placer le signe "=" entre deux quelconques eepressions précédentes. Nous utiliserons aussi
I'écriture 9. Ainsi9=(3+4)+2

Nous réduirons le nombre de ces écritures en convenant que

2+4+3

remplacera les deux expressions (2+4)+3 et 2+ (4 +3).

Avec cette convention, nous afans plus que six écritures de la somme de trois naturels.

Bien entendu, nous reprendrons ici, en les adaptant a cette extension, les exercices proposés dans I|'étude
somme de deux naturels.
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Rien n'empéche de poursuivre I'extension commencée palel'dé la réunion de quatre collections d'objets tous
distincts en une seule, et ainsi de suite. On verra facilement que I'expression conventionnelle
2+4+5+1 B0
peut se lire, par exemple

(2+4)+(5+1) Soit6 + 6
ou encore 2+[(4+5)+1] soit2+(9+1) ou 2+10
ou [2+(4+5)]+1 soit(2+9)+1 ou 11+1
ou [(2+4)+5]+1 soit(6+5)+1 ou 11+1
ou 2+[4+(5+1)] soit2+(4+6) ou 2+10

De toutes facons nous pouvons padera somme de trois, quatre... naturels comme nous pouvions parler de la
somme de deux naturels sans préciser leur ordre.

b) Pouvonshous, dans cette nouvelle situation, utiliser la notion de différence de deux naturels ?

Le méme procédé nous servitaagepart.

Cette situation connue, ou la collection D est la réunion de deux collections, nous permet d'accrocher au cont
représentant C une étiquette portant
9-(3+2)
ou9-(2+3)
Réunissons les collections B et C

Nous acabcherons au contour représentant la collection ainsi obtenue une étiquette portant
9-3

L'examen du dessin des collections B et C réunies de cette fagon nous permet alors d'accrocher au cont
représentant la collection C une étiquette contenant
(971 3)i 2 [31]
L'étude compléte de la question que nous avons posée est trop complexe pour étre détaillée ici. Ce qui préc
nous donne deux écritures du naturel quatre
9-(3+2) soit 9-5
(9-3)-2 soit 6- 2

La premiére utilise les sigaé-" et "+ ", la seconde n'utilise que le sigre "
Cela nous suffit pour voir que
(9-3)-2=9-(3+2)
donc que
2C
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(9-3)-2et9-(3+2)
ne peuvent étre des écritures du méme naturel.

Autrement dit, sur I'expression
(971 3)-2
on ne pet"pousser” la parenthése a droite, comme nous le faisions avec les sommes. Sinon, nous changeons de na
ou nous écrivons une expression dépourvue de sens, comme ce serait le cas avec I'écriture
(971 2)-3quidonnerait9(27i 3)

Nous ne pouvomdonc parler de la difféerence de trois naturels, alors que nous parlions de la différence de det
naturels au sens de la différence entre le plus grand des deux et le plus petit.
Les naturels (93) - 2 et 9- ( 3 - 2) sont différents. Nous ne pouvonsidacrire

9-3-2
sauf, si par convention, nous déclarons que c'est I'écriture simplifiée de
(9-3)-2
Alors I'expression
9-3-2-1
n'aura qu'une lecture
[(9-3)-2]-1 soit (6-2)-1 ou 4-1

Nous voyons combien I'étude d'une suiteliffiérences est plus délicate que celle d'une suite de sommes.
C'est que l'addition est une loi associative, propriété traduite par (a + b) + ¢ = a + ( b + ¢) quels que soient |
naturels a, b, c.
Tandis que la soustraction ne l'est pas. Nous venorsiderveffet un cas ou
(a-b)-c¢ [(bac) [32]
Terminons en signalant qu'on peut chercher a faire un dessin correspondant a l'expression
9-(3-2)

Nous l'avons omis car, en fait, il y a plusieurs dessins possibles. Leur étudasiestessaire au contenu de ce
travail.

5) La multiplication dans N

Traditionnellement, elle était présentée a partir des "grandeurs". Il s'agissait de trouver le prix de 6 livres a 3
piéce, ou la longueur de tissu nécessaire pour faire 6 robes emtsgak la confection de chacune demande 3 m
d'étoffe.

Il faudra donc que les maitres renoncent a cette présentation et, surtout, qu'ils abandonnent radicalement
écritures telles que

6F x3=18F ou 3 x 6F = 18F
6mx3=18m ou 3 x 6m =18m
Nous savons, en effet, que le signe " =" ne peut étre placé gu'entre deux écritures d'un méme naturel et non e

des "grandeurs". Pour réformer les habitudes mentales, mieux vaut abandonner les notions de multiplicande (me:
d'une "grandeur") et de myticateur (hombre de "grandeurs”, nombre de "fois").

La nouvelle situation de base est celle d'une certaine disposition, par lignes et colonnes, d'une collection d'obje
Prenons, par exemple, une collection de douze objets, et disposons ces objeisodesiaivante

Nous voyons 3 lignes de 4 objets ou 4 colonnes de 3 objets. Cette disposition nous permet d'écrire le natt
douze sous la forme

21
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4x3 ou 3x4
gue nous appelons produit des naturels 4 et 3.

Signalons auxnaitres que cette situation est celle qui leur permettra le mieux, plus tard, d'aborder le produit d
deux naturels a partir du produit cartésien de deux ensembles.
Nous pouvons tout de suite, avec ces nouvelles écritures de douze, former des égalités

3x4 = 4%x3 4x3 = 3x4
12 = 3x4 3x4 =12
12 = 4x3 4x3 =12

[-33]

Par ailleurs, notre nouvelle situation de base n'est pas sans lien avec la précédente. Il suffit de modifier le des
de la fagon suivante

pour retrouver I'écriture de douze sousrie de somme

4+4+4
ou encore de la modifier ainsi
»%
X
X
pour obtenir la somme
3+3+3+3

Nous pouvons donc passer de I'écriture d'un naturel sous forme de produit a deux écritures de ce naturel s
forme de somme de termes égaux.

Ainsi le ndurel 5 x 2 peut s'écrire
2+2+2+2+2 ous5+5
5x2=2+2+2+2+2 5x2=5+5

De méme nous pouvons écrire une somme de naturels égaux sous forme de produit.

7+ 7+ 7 s'écrira 7%x3 ou 3 x7
T+7+7=7x3
T+7+7=3x7
Nous powons encore, par le passage implicite au produit, remplacer une somme de naturels égaux par une al
somme, par exemple
22
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7+7+7 par3+3+3+3+3+3+3
7+7+7 = 3+3+3+3+3+3+3

Dans tout ce qui précéde, la notion de produit seeaé&d'image mentale d'une collection d'objets disposés en
lignes et colonnes. Ainsi en lisant

5x3
nous voyons mentalement 5 lignes de 3 ou 5 colonnes de 3.

Il nous a été utile, pour I'étude de certaines propriétés du produit, de lier cette notiantéeuype d'image
mentale, celle d"arbre". Ainsi le produit 5 x 3 évoquera les deux images

Ces deux arbres ont quinze branches, mais le premier est fait de trois bouquets de cing tandis que le seconc
construit avec cing bouquets de trois.

Si nous nous reportons a notre premiére image mentale, les "grosses" branches de l'arbre de gauche représe
les lignes, tandis que celles de I'arbre de droite figurent les colonnes.

La multiplication dans N peut maintenant étre définie comme une loirdpasition interne qui, a tout couple
de naturels, donne pour image leur produit.

Prenons une liste de quelques couples et celle de leurs images

[ ) i § X4
(6;1) =——6x1
(2;3) ———2x3
(2;6) 2X6
(4:3) 4 X3

ou encore

(3:;4) 12
(6;1) Z
(2;3)
(2;6)
(4;3)

La multiplication constituants dans N peut donc étre décrite a partir de trois constituants
I'ensemble de tous les couples de naturels,
I'ensemble des naturels,
I'ensemble de tous les traits qui relient un couple a son image.

Comme tout couple possede une image, c'est une loi de composition interne. On peut toujours écrire le proc
de deuxnaturels. {35]

6) La division dans N

Puisque nous avons abandonné tout recours aux "grandeurs"”, il n'y aura plus les deux traditionnelles divisio
celle qui donne la "valeur d'une part", et celle qui donne le "nombre de parts" ; la secondeiléeans dgutée plus
difficile que la premiere.

Nous conservons la situation de base précédente, disposition en lignes et colonnes d'une collection d'obj
Supposons que nous ayons quinze objets a disposer par lignes de cing. Il suffit de faire:le dessin

¢ O«
O¢ O«
O¢ O«
O¢ O«
¢ O«
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0 0 0 0 0
pour voir que nous obtenons trois lignes. Bien entendu si nous avions pris une disposition par colonnes de cing, n
aurions obtenu trois colonnes.

Ce qui nous permet d'écrire trois sous la forme

15:5
gue nous appehs quotient de 15 par 5.
3=15:5

Pouvonsnous disposer les objets de cette collection par rangées de six ? On voit aisément que ce n'est |
possible.

L'expression 15 : 6 est dépourvue de sens. Il n'y a pas dans N de quotient de 15 par 6.

Si nous voulas nous référer a notre deuxiéme image mentale, il nous suffit de faire des bouquets de cin
branches pour en trouver trois, castire de dessiner l'arbre de gauche de haut en bas. Certains éléves utilisent celui d
droite en dessinant d'abord les cliggosses" branches du bas, puis en attribuant a chacun d'abord un premier rameau
puis un second et ainsi de suite. Au troisiéme, I'arbre possede ses quinze "petites" branches.

La division dans N sera définie comme une opération interne, qui, a tout deupd¢urels, donne pour image le
guotient, s'il existe, du premier par le second. Ce n'est pas une loi de composition interne puisqu'il existe des couj
n‘ayant pas d'image par cette opération.

Prenons une liste de couples et celle de leurs imagegs] glies existent.

(15 ;5)—=——15:5

(15 ;6)
(6;2)————6:2
(5;15)

(4;2) 4
=251 211

ou encore

Nous décrivons la division dans N a partir de ses trois constituants
I'ensemble de tous les couples de naturels,
I'ensemble de tous les naturels,
I'ensemble de tous les traits reliant un couple a son image, skislte.

Donnons, comme nous l'avons fait pour les notions de somme et de différence, quelques exercices sur celles
produit et de quotient.

a) Habiller les images mentales par des "histoires".

Dans I'armoaire, il y a trois rayons de cing livres. Etntient trois que multiplie cing (ou cing que multiplie
trois) livres, c'esé-dire quinze livres.

J' ai cing poul es. Chacune a pondu trois Tufs. J’
Cestadi re quinze Tufs.

J'ai trois biles, j'échange chaque bille contre deux sucettes. J'ai trois que multiplie deux (ou deux que multipli
trois) sucettes, c'estdire six sucettes.

Jai cing livres, j'échange chacun d'eux contre quatre francs. J'ai cing que multiplie quatre (ou quatre q
24
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multiplie cing) francs soit vingt francs.

J' ai douze neuf s, avec trois Tufs |je f aiadireguate on
omelettes. 37-]

On verra que ces "histoires" se référent a I'une ou l'autre des deux imagaesnenais que chacune se refere
plus facilement sans que ce soit une lod I'une plutdt qu'a l'autre.

Elles peuvent aussi étre dites ainsi

J' ai cing poules, chxdowtise a pondu trois Tufs, j'a
Xx=5x3 ou Xx=3x5
x=15.
J' ai douzevaaftrois T uf xomeletes.f ai s une omel ette. J
x=12:3
Xx=4

b) Donner un naturel écrit sous forme de produit ou de quotient, et demander les dessins correspondants.

Ainsi 4 x 2
donnera
® o o o huit objets
® 6 o o
huit branches
10: 2
domera

cing rangées

cing bouquets

ou encore -B&]
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