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1 
INTRODUCTION  

 

1.1 Enseigner, c'est apprendre encore... et encore 
par Maurice GLAYMANN 
 

Dès que vous ouvrirez ce livre, vous constaterez que ce n'est pas un livre comme les autres
2
. Conforme à notre devise 

"de la Maternelle à l'Université", il est le fruit des travaux de quarante Collègues de l'A.P.M.E.P. : maîtres de l'École 

Élémentaire, I.D.E.N., professeurs des Enseignements Secondaire et Supérieur ; tous ces maîtres ont participé depuis des 

années à une recherche fondamentale sur l'enseignement de la mathématique à l'École Élémentaire. 

Enseigner la mathématique à ce niveau n'est pas une tâche aisée : même autrefois, lorsque cet enseignement était 

uniquement limité à l'apprentissage du calcul, il exigeait de la part du maître un effort considérable, et, il faut bien le dire, 

cet effort n'était pas toujours payant. Certes, la plupart des enfants quittaient l'école en sachant à peu près compter, mais ce 

savoir reposait trop souvent sur de simples mécanismes ; ils arrivaient à résoudre certains problèmes classiques, du moins ceux qui 

restaient dans un cadre bien limité et où aucun piège n'avait été tendu ; en fait, il était toujours question de les fonder sur du 

concret quotidien, et je me souviens que lorsque j'étais petit, ma maîtresse, dont je garde par ailleurs le meilleur souvenir, me 

demanda un jour de calculer la longueur du mur de sa cuisine connaissant sa largeur et son aire ; cette dernière avait été 

déterminée à l'aide de pots de peinture qui lui avaient permis d'enduire sa surface... Si je n'avais été à l'époque un enfant bien 

sage et [-5-] docile, j'aurais peut-être demandé à ma maîtresse si elle était capable de déposer sur son mur une couche de 

peinture uniforme et si ce travail avait vraiment nécessité un "nombre exact" de pots de peinture ! Elle m'avait aussi appris à 

résoudre des problèmes en faisant de fausses suppositions, et un autre jour, elle nous avait parlé d'un fermier qui avait des 

poules et des lapins et qui pour trouver le nombre de ses poules faisait l'hypothèse que ses animaux avaient le même nombre de 

pattes... Bien sûr, tout cela est du passé et il y a bien longtemps que les petits enfants n'ont plus de tels problèmes à 

résoudre. 

En effet, depuis une dizaine d'années, il s'est produit une profonde modification des méthodes et des contenus. Les 

maîtres se sont rendu compte que la seule maîtrise du calcul est insuffisante. Le rôle de l'École ne peut plus aujourd'hui se limiter 

à apprendre aux enfants à lire, à écrire et à compter ; il faut aller au-delà de ces tâches ; les recherches entreprises dans notre 

pays et à l'étranger par de nombreuses équipes prouvent qu'un enseignement rénové de la mathématique à l'École Élémentaire 

permet d'entreprendre une mutation fondamentale, allant d'une part dans le sens d'une véritable démocratisation et d'autre part dans 

celui d'une compréhension bien meilleure par l'enfant des concepts de base. 

Les Programmes de 1970 constituent une première étape de cette évolution ; mais, pour qu'un changement plus 

efficace se produise, il est dès à présent nécessaire de résoudre le problème crucial de la formation permanente des 

maîtres de l'École Élémentaire. 

Cette tâche impérative incombe au Ministère de l'Éducation Nationale. 

Jusqu'à ces dernières années, un maître pouvait enseigner grâce à ses connaissances acquises au cours de sa formation 

initiale. Or, notre civilisation est caractérisée par le progrès permanent, notre monde est en constante évolution et cela dans 

tous les domaines ; il n'est plus possible désormais à un enseignement d'avoir la position, ô combien confortable, du magister qui 

savait tout ! ... Enseigner c'est apprendre (à prendre ou à laisser) ; la situation est irréversible ; plus personne ne peut changer cet 

état de fait. Mais seule la formation permanente pourra permettre à nous tous de continuer à assurer notre fonction 

d'enseignant avec efficacité. 

Ce livre a justement pour but de contribuer à cette formation ; c'est une nouvelle étape de notre action. Nous avons choisi 

ce métier, parce que nous aimons les enfants et que nous savons que notre métier joue un rôle primordial dans notre société. 

                                                 
2 Que l 'on me permette ici  de remercier l 'équipe de l ' Imprimerie Vaudrey, qui en moins de deux mois a réalisé la performance de 
composer entièrement et d'imprimer cet ouvrage d'un volume très important. 
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Voilà pourquoi nous voulons tous ensemble aller de l'avant et réaffirmer avec Danton "après le pain, l'éducation est le premier 

besoin d'un peuple...". [-6-] 

*  

*          * 
1.2 Comprenons-nous bien 
par L. DUVERT 
 

Lors de la mise en chantier de cette brochure consacrée à l'Ecole Elémentaire, la Rédaction souhaitait, pour faciliter la 

tâche des lecteurs, un effort d'unification du vocabulaire employé dans les divers articles qu'il contiendrait. 

Madame ROBERT a partagé ce souci ; elle nous a écrit : 

"Je crois, comme vous, qu'au sein d'un Bulletin, il faut adopter un même vocabulaire, en le précisant au début pour que ce 

soit clair. Le choix m'importe peu, pourvu qu'on sache bien de quoi on parle. Et je suis toute prête à employer celui de 

l'A.P.M.". 

BROUSSEAU a adopté la même attitude. 

Nous les remercions vivement d'avoir accepté de changer certains termes de leurs articles. 

Nous précisons ci-dessous quelques-unes des positions adoptées par le Dictionnaire de l'A.P.M. ; nous ajoutons quelques 

réflexions personnelles sur des mots dont il ne s'est pas encore occupé. 

Nous espérons qu'ainsi les lecteurs de cette Brochure ne seront pas rebutés par des difficultés de vocabulaire ; leurs remarques 

à ce sujet seront bien entendu les bienvenues. 

Nous nous proposons de poursuivre le même but dans les numéros du Bulletin de l'A.P.M., grâce à la volonté de coopération de 

ceux qui y écriront. 

 

Dans le Dictionnaire de l'A.P.M. 
 

1
°
 Ensemble des naturels (zéro compris) : N 

Ensemble des entiers : Z  

Ensemble des décimaux : D  

Ensemble des rationnels : Q  

Ensemble des réels : R 

Ensemble des complexes : C 

 

N est inclus dans Z ; Z est inclus dans D ; D est inclus dans Q ; Q est inclus dans R ; R est inclus dans C. [-7-] 
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2

°
 Notice OPERATION 

"Loi de composition interne dans N" signifie "application de N × N vers N" 

"Opération interne dans N" signifie "application d'une partie de N × N (qui peut être éventuellement N × N 

lui-même) vers N". 

Toute loi de composition interne est une opération interne. Mais il existe des opérations internes qui ne sont 

pas des lois de composition internes. 

Exemples : dans N : 

L'addition, la soustraction, la multiplication, la division, sont quatre opérations internes dans N. 

L'addition et la multiplication sont deux lois de composition internes dans N ; ce n'est le cas ni de la 

soustraction, ni de la division dans N. 

(La soustraction dans Z, elle, est une loi de composition interne dans Z). 

 

3
°
 OPERATEUR 

A l'école élémentaire, ce mot signifie le plus souvent "application d'un ensemble vers lui-même", l'ensemble 

étant par exemple N, ou l'ensemble des blocs logiques,... 

Exemple : l'opérateur dans N "additionner 3" est l'application de N vers N qui à tout naturel x fait 

correspondre le naturel x + 3. 

Ne pas confondre avec OPERATION (voir plus haut). [-8-] 

 

4
°
 QUOTIENT. Soit a un naturel, b un naturel non nul. 

a) S'il existe un naturel c tel que a = bc, c s'appelle "quotient de a par b" (de préférence à "quotient exact", qui 

présente l'inconvénient de laisser entendre qu'il existe un quotient inexact ! ...) et se note a : b ou 
b

a
 . 

b) Il existe toujours un et un seul couple de naturels (q,r) tel que : 

a = bq + r   et    r < b 

q est le "quotient euclidien" de a par b (de préférence à "quotient entier" : 
1,3

4,12
est un quotient entier qui n'est 

pas euclidien). 

r est le "reste" de a par b. 

Déterminer le couple (q,r) connaissant le couple (a,b), c'est effectuer la "division euclidienne de a par b". 

q se note quelquefois a ÷  b 

Il n'existe pas de symbole spécial pour le reste. 

Si r = 0 , q est le quotient de a par b. 

c) Exemples : 15 : 5 =3 
5

15
= 3   16÷ 5= 3   15÷ 5= 3 

16 : 3 n'est pas un naturel 

 

d) Le quotient de a par b, quand il existe, est le résultat de l'opération interne dans N dite "division", dont il est 

question dans le 1
°
. La division euclidienne, elle, n'est pas une opération interne dans N. 

 

Autres remarques 
 

1° Représentations d'une relation binaire. Les deux plus employées sont la représentation sagittale (ou "fléchée") et la 

représentation cart®sienne (¨ cases, ou ¨ nîuds). 

Dans les deux cas, au lieu de "représentation", on emploie aussi "schéma", "diagramme",... Certains auteurs spécialisent 

chacun de ces deux vocables : 

"schéma" (sagittal, cartésien) pour représenter une relation binaire ; 

"diagramme" (de Venn, de Carroll,...) pour représenter un ensemble et certaines de ses parties. 

Le mot "graphe" pose un problème plus délicat : 

a)Le graphe d'une relation binaire R de source A et de but B est [-9-] l'ensemble des couples (x,y) tels que xRy. C'est 
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une partie du produit cartésien A×B. Voir aussi un emploi plus général dans l'article de J. CHEVALLIER, page 11. 

b)"Graphe" est parfois employé au sens de "schéma sagittal" (exemple : PAPY, Mathématique moderne I). 

c)"Graphe" signifie parfois "représentation graphique" (autrement dit "courbe représentative") d'une fonction de R 

vers R. Les deux sens b) et c) ne sont que des extensions de a), abusives, où l'on passe de l'objet mathématique à ses 

représentations visuelles (une flèche, un point du plan, sont des représentations conventionnelles d'un couple). En revanche, le 

sens suivant est indépendant du sens a) : 

d)La "théorie des graphes", ou "analysis situs", est une partie de la topologie. 

Pour éviter toute ambiguïté, nous avons supprimé, sans nuire à la compréhension du texte, le mot "graphe" quand il 

était employé dans un sens autre que le sens a) ; nous nous en excusons auprès des auteurs. 

 

2° Dans une table, un tableau, les rangées sont de deux sortes : les lignes (rangées "horizontales") et les colonnes 

(rangées "verticales"). 

 

3
°
 Le mot "solution", en mathématique, désigne un élément vérifiant une équation. 

Exemple : les solutions de l'équation dans Z "x
2
 ð1 = 0" sont 1 et ð 1. 

Il serait préférable de ne pas l'employer dans le sens de "résolution" d'un problème, ou de "rédaction de la réponse" 

à un problème, ou de "méthode" ("première, deuxième méthodes" plutôt que "première, deuxième solutions"). [-

10-] 

 

*  

*          * 
 

1.3 Ayez donc de belles relations... 
par J. -M. CHEVALLIER 
 

Dans le numéro spécial 269-270 consacré à la classe de sixième, Madame TOUYAROT avait fait un recensement 

soigneux des sens donnés au mot relation. Elle n'avait pas cherché à épuiser un tel sujet ; en le reprenant, je n'ai ni 

l'intention de "rewriter" son article, qui reste une excellente source, ni l'ambition assez vaine de conclure un tel débat ð tout au 

plus celle de maintenir ouvertes des portes que Madame TOUYAROT jugeait déjà enfoncées ! D'autre part, il s'agit à présent 

non de Sixième, mais du premier degré, ce qui rend le problème encore plus délicat, et mon incompétence encore plus 

profonde. Et pourtant il faudrait bien qu'on arrive à savoir à peu près ce qu'on met dans cette idée de "relation", obscurcie par 

tant d'usages divers et parfois contradictoires. 

Je révère comme tout un chacun la grande construction bourbakiste qu'on peut ð si on le souhaite ð tenir pour 

purement syntaxique, à l'exclusion de toute interprétation "sémantique". A un certain niveau, où les règles du jeu sont très 

bien définies et très bien appliquées, rien de plus légitime. Au niveau élémentaire (et l'élémentaire dure longtemps ! ), on ne 

saurait certes proscrire tout "jeu formel", car il peut avoir de l'attirance pour certains esprits, mais ce serait une gageure de 

s'y adonner constamment et totalement. Donc, même si la portée du mot relation doit s'en trouver réduite, la sagesse commande 

probablement de se borner au départ à un point de vue ensembliste, en convenant qu'on ne sortira pas d'un certain "univers". 

Cependant, même ainsi, il y a un cas où l'on ne peut éviter de faire du "formalisme" : sans le dire sans doute, voire sans 

s'en rendre compte, car c'est le cas qui passe pour le plus simple, j'ai nommé la "relation d'égalité". Dans l'univers ð ou dans 

n'importe quel ensemble ð elle ne saurait être autre chose que la bijection identique, x: x, dont l'intérêt n'est pas 

niable, mais qui est loin d'épuiser le contenu du concept d'égalité. Cela parce que l'égalité est une relation linguistique et 

non une relation mathématique, qui porte sur des noms et non sur des "objets". Écrire a = a', cela signifie : 

syntaxiquement, que toute formule telle que "abc..." peut être valablement remplacée par "a'bc..." ; sémantiquement, que 

'"a" et "a' sont des noms synonymes désignant le même objet sans être eux-mêmes l'objet. Mais, dira-t-on, c'est la même 

chose avec a < b, a et b n'y sont que des noms ! Oui, mais les objets nommés a ou b pourraient être désignés dans la formule 

par n'importe quel autre de leurs noms a' ou b', [-11-] donc finalement cette formule donne une information sur les objets 

par l'intermédiaire de leurs noms. Tandis que, si je dis que "l'égalité subsiste quand on y remplace le nom d'un objet ð ou 

plutôt de l'objet ð par un synonyme", j'énonce l'axiome de transitivité pour l'égalité, mais certainement pas une propriété de 

l'objet. Cela n'est pas une difficulté mineure, et il vaut mieux qu'on en soit conscient à tous les niveaux. 

Revenons aux relations proprement mathématiques. Pour celles-ci, à vouloir aller trop loin et trop tôt dans 
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l'abstraction, on arrive à peu près immanquablement à identifier "relation" et "lien verbal" ; je pense que c'est grave pour la 

suite (à moins de chambarder une fois de plus le vocabulaire, bien sûr). Si l'on habitue les gens dès le jeune âge à dire que 

"... est frère de..." est une relation, que pourront-ils répondre le jour où on leur demandera si cette relation est symétrique ou 

non ? Rien, tant qu'on n'aura pas précisé s'il y a uniquement des garçons, ou à la rigueur des filles sans frère, ou si au contraire 

l'un des lascars a amen® sa petite sîur. Autant dire que la prétendue relation n 'est pas définie. 

Apparemment plus "concrète" est la relation considérée comme ensemble de couples { (Jean,Pierre), (Pierre,Jean), 

(Michel,Anne) } par exemple semble remplacer avantageusement le lien verbal "...est frère de...", du moins aussi longtemps 

qu'on ne pose pas de question indiscrète sur la relation complémentaire (celle qui aurait pour lien verbal "...n'est pas frère de..."). 

Assurément il est facile de former un ensemble de treize couples : (Michel,Jean), (Anne,Michel), (Pierre, Pierre),... qui est 

inclus dans l'ensemble cherché, mais c'est tout ; s'il y avait dans le tas un fils unique ou bien deux sîurs, comment le saurait-

on ? Comme on le voit, la critique n'est pas foncièrement autre que dans le premier cas ; d'ailleurs la seule différence est 

qu'on a remplacé la définition "en compréhension" d'un certain ensemble, le graphe, par sa définition "en extension". 

Assimiler la relation soit au "lien verbal", soit au "graphe" est toujours un danger si l'on n'a pas précisé de façon explicite 

sur quel ensemble (ou quels ensembles) on travaille. 

Un autre écueil, moins grave dans sa nature, mais propre à créer de fâcheuses habitudes d'esprit, consiste à ne jamais 

parler que de couples, comme si toutes les relations étaient binaires ! C'est un peu comme si l'on n'appelait équations que celles qui 

sont "à deux inconnues". Incontestablement les relations binaires ont une importance qu'il ne faut pas sous-estimer : elle est 

d'ailleurs suffisante pour qu'on leur ait attribué le nom particulier de correspondances ; mais à quoi bon, si c'est pour 

employer indifféremment les deux mots ? [-12-]  

Je crois qu'il faudrait s'en tenir aux choses qui sont à la fois les plus simples et les plus fondamentales. Dans un 

ensemble donné d'adultes et d'enfants, "...est frère de Paul" définit déjà une relation, plus simple que la relation "... est frère 

de ...", laquelle à son tour est plus simple que la relation "... a pour père ... et pour mère ...". Mais toutes les trois sont des 

relations, et seule la seconde est une correspondance (la troisième en deviendrait une si l'on associait à l'enfant le couple de 

ses parents). 

Il apparaît là-dessus que c'est le couple (E,G) formé par un ensemble E et un sous-ensemble G de E qui définit de la 

façon la plus naturelle la relation de support E et de graphe G, les éléments de G "vérifiant" la relation alors que ceux du 

sous-ensemble complémentaire "ne la vérifient pas". Cet aspect est assez général pour englober tous les cas où l'on parle de 

relation au sens ensembliste : car rien n'oblige, mais rien n'empêche non plus E d'être un produit cartésien E1 × E2 ; dans ce 

cas, la relation est binaire et il revient au même de parler de la correspondance (E1, E2, G), où E1 est la source, E2 le but, et 

G le graphe (naturellement, si E2 = E1 on retrouve les considérations habituelles de symétrie, réflexivité, etc...) ; si E est un 

produit cartésien E1 × E2 × E3, la relation est ternaire, comme c'est le cas pour les opérations
3
, etc... 

Parallèlement, dans le langage, il serait bon d'éviter le glissement de sens dû aux "relations avec" de la langue 

courante, lesquelles s'appliquent en fait aux correspondances ; dire soit "le couple (x,y) satisfait à la relation R ", soit "à x 

correspond y par la relation binaire R " semble préférable à "x est en relation avec y". 

Comme le "calcul des attributs" pourrait être abordé relativement tôt, le fait que les propositions "a appartient à 

un certain sous-ensemble", "a satisfait à une certaine relation", "a possède une certaine propriété (ou un certain attribut)" sont 

au fond des moyens équivalents d'exprimer la même chose, devrait être mis en lumière d'assez bonne heure. Si modestes soient-

elles en apparence, ces acquisitions seraient d'un grand poids pour l'avenir ; car de jeunes esprits habitués à ce mode de pensée 

et d'expression ne seraient pas dépaysés quand, le jour venu, ils entreraient en contact avec le prédicat, qui n'est jamais 

qu'un nouvel avatar de la relation. De ce point de vue la relation (ou prédicat) de support E est une application de E [-13-] 

dans {Vrai,Faux}, et son graphe G est l 'image réciproque de {Vrai} . Un tel gain serait considérable, 

quand on constate les difficultés encore provoquées par ce que l'on continue d'appeler "la relation y = x
2
" ; si l'une 

des lettres au moins est une variable muette (qu'en général on n'a pas pris la peine de mutifier ! ), la prétendue 

relation n'est rien de plus qu'un lien verbal, et est tout aussi peu signifiante que lui d'où les questions sans fin 

qu'on se pose. Tandis que,  s i  l 'on considère les relat ions,  de supports  respect i fs  R, R, R
2
 , R

3
 , x

 :  (y=x
2
), y :   (y=x

2
), (x,y) :  (y=x

2
), (x,y,z) :  (y=x

2
), il est immédiat que leurs graphes 

respectifs sont :  { - y ,  y  } (dans le cas y > 0), {x
2
}, une parabole, un cylindre parabolique. 

Quand on a de si belles relations, c'est pour s'en servir ! 

 

                                                 
3 Une opération, au sens le plus général, est définie par le Dictionnaire de l'A.P.M. comme une application d'une partie de El X E2 vers E3. 
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Nous devons ce dessin et ceux des pages 82 et 142 à notre collègue M. Bibard, Lycée l'Emperi, 

Salon-de-Provence. [-14-] 
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2 
RÉFLEXIONS SUR LE PROGRAMME RÉNOVÉ  

 

2.1 Un nouvel état d'esprit 
par Marguerite ROBERT - Chambéry 

 
1) Les naturels 
2) L'addition dans N 

3) La soustraction dans N 

4) L'itération de ces deux opérations 
5) La multiplication dans N 

6) La division dans N 

7) L'itération de ces deux dernières lois 
8) Les opérateurs numériques 

10) Composition d'opérateurs de types différents 

9) Composition d'opérateurs numériques de même type 
Conclusion 

 

 

Les programmes de 1970 sont dits : "programmes provisoires", "programmes transitoires". Quel est le sens de ces 

expressions ? 

 

1) Ce ne sont pas de nouveaux programmes, ce sont les anciens programmes allégés de toute une partie devenue 

inutile, sinon nocive. Ils sont donc provisoires puisqu'ils appellent d'autres programmes, des programmes "modernes". Ils 

permettent d'attendre que le recyclage des maîtres soit organisé dans l'ensemble de la France afin de leur donner la 

formation nécessaire pour enseigner de nouvelles notions. 

 

2) Les commentaires invitent les maîtres à présenter ces programmes, dont la forme reste traditionnelle, dans une 

optique toute différente de celle préconisée officiellement jusqu'en 1970. Ce sont donc des programmes transitoires qui 

peuvent et qui devraient engendrer dès à présent une véritable mutation de l'enseignement élémentaire des mathématiques. 

 

Mais une telle mutation est-elle possible actuellement, alors que la majorité des maîtres n'est ni recyclée, ni 

encadrée ? Que beaucoup d'entre eux n'ont que des notions fragiles et souvent approximatives d'ensemble, de relation d'un 

ensemble vers un autre, de loi de composition, si bien qu'à l'usage, elles risquent d'engendrer des confusions, des erreurs, 

ou tout simplement de tourner court ? [-15-] Précisons tout de suite que les programmes de 1970 n'exigent pas la mise en 

jeu de telles notions. 

 

Mais alors quelle mutation peuvent-ils donc engendrer dans l'enseignement ? Peut-on demander aux maîtres 

d'enseigner des notions traditionnelles autrement qu'ils ne le faisaient, sans pour autant faire appel aux notions 

fondamentales des mathématiques "modernes" ? C'est ce que nous nous proposons d'étudier. 

 

Les programmes de 1970 distinguent nettement et fort heureusement trois parties. La première est la seule partie 

mathématique du programme. Elle est d'ailleurs désignée par "éléments de mathématique". 

 

Quel est donc le contenu mathématique de l'enseignement donné actuellement dans le cycle élémentaire ? Il reste 

numérique, c'est l'étude de N, c'est-à-dire des nombres naturels. L'enseignement élémentaire ne sort pas de N : les 

nombres à virgule ne sont que des naturels écrits conventionnellement sous forme différente; quant aux "fractions", elles 

ne sont pas des nombres rationnels. Les commentaires les présentent comme des "opérateurs", sans que le sens de ce mot, 
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qui prête à confusion, soit bien défini. Il semble qu'elles soient des indicateurs de procédés permettant de passer d'une liste 

de naturels à une autre à l'aide de la multiplication et de la division dans N. 

 

Notre programme de mathématique est donc bien délimité : les naturels, la question de leur écriture, l'étude des 

quatre opérations fondamentales dans N, c'est-à-dire l'addition et la multiplication, deux opérations point trop mauvaises, 

et celles qui leur sont associées, la soustraction et la division, beaucoup plus imparfaites car ce ne sont pas des lois de 

composition internes. 

 

L'enseignement élémentaire reste donc, provisoirement, on ne peut plus traditionnel dans son contenu. L'école 

primaire a toujours eu pour objectif d'enseigner les "quatre opérations". En quoi le provisoire peut-il bien être transitoire ? 

 

En fait, c'est bien là qu'est demandée aux maîtres une mutation radicale, qui exigera d'eux de grands efforts de 

vigilance, de surveillance d'eux-mêmes, une véritable conversion intellectuelle. 

 

Car les naturels ne sont plus liés à la mesure des objets du monde physique et, surtout, les opérations sur les 

naturels ne sont plus tirées des opérations sur les "grandeurs" du monde physique ou de l'univers quotidien telles que 

longueurs, poids, prix, capacités. [-16-] 

 

L'abandon des "opérations sur les grandeurs" est bien la mutation fondamentale apportée par les programmes 

transitoires, c'est lui qui transforme profondément les démarches de la pensée dans l'enseignement élémentaire. 

 

1) Les naturels 

 

Au départ, rien ne paraît changé. On a toujours présenté les naturels à partir de collections d'objets. Même si on 

remplace le mot de collection par celui d'ensemble, le sens reste le même. 

 

Mais déjà nous voyons que les objets de l'ensemble doivent être distincts, qu'ils n'ont pas à être tous "pareils", "de 

même nature", et qu'il est souhaitable d'utiliser des ensembles d'objets bien différents et point trop intéressants 

affectivement. 

 

D'autre part, on ne peut plus étudier chaque naturel comme somme ou produit de naturels, étudier ses 

"décompositions", car ces notions ainsi que celles de différence ou quotient seront abordées par étapes. 

 

L'écriture des naturels était liée à l'étude du système métrique : 312 cm était la longueur obtenue en mettant bout à 

bout 3 m, 1 dm, 2 cm. Il faut abandonner cette démarche, partir d'une collection d'objets, faire des groupements par 3, 5, 

10,..., des groupements de ces groupements pour obtenir l'écriture du naturel dans un système de numération de position à 

base trois, cinq, dix... 

 

Même si ce procédé est inhabituel à l'école élémentaire, il n'a rien à voir, bien que l'on croie souvent le contraire, 

avec les "mathématiques modernes". Il n'apporte aucun changement véritable, il fait simplement comprendre ce qu'est une 

numération de position et permet de mieux référer notre système décimal. 

 

Toutefois il apporte aux instituteurs deux thèmes de réflexion importants: 

 

a) Il faut bien distinguer le nombre de son écriture. Le naturel que nous appelons "douze" n'est pas lié à une 

écriture. Historiquement d'ailleurs, il en a eu de nombreuses. Pour nous limiter aux systèmes de numération de position, 

"douze" s'écrit : 

 

22 en base cinq 

110 en base trois 

20 en base six 

12 en base dix   [-17-] 

L'écriture 10 désigne toujours la base du système adopté : six en base six, douze en base douze... 
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b) Les diverses écritures d'un nombre permettent d'utiliser le. signe " = " dans son sens mathématique, alors que 

l'enseignement traditionnel a faussé le sens de ce signe. Nous reviendrons sur cette question. Mais attachons-nous dès 

maintenant à ne placer ce signe qu'entre deux écritures d'un même nombre: 

 

22 
(5)

 = 110 
(3)

  20
(6)

 = 12 

22
(5)

 = 20 
(6)

  12=12 

Toutes ces égalités se lisent : douze = douze 

 

Les instituteurs sont habitués à faire, à faux, du signe " = " un signe opératoire. Il leur est donc demandé de 

s'habituer à l'idée que ce signe ne "fait" rien, ne "transforme" rien, "n'agit" pas. 

 

2) L'addition dans N 

 

Il semble que là encore, il n'y ait pas grand changement : il s'agit, comme toujours, de réunir des collections 

d'objets. 

Cependant souvenons-nous, pour l'oublier définitivement, de l'ancienne règle : "on n'ajoute que des grandeurs de 

même nature", c'est-à-dire des pommes à des pommes, un poids à un poids, une longueur à une longueur. Et sachons bien 

que le mot "grandeur" n'a pas de sens mathématique, qu'il ne figure donc pas dans cette partie du programme. 

 

Utilisons le système décimal de numération. 

En réunissant une collection de 3 objets quelconques à une collection de 5 objets distincts des précédents, on 

obtient une collection de 8 objets, quels que soient ces objets. 

Cette situation nous donne deux nouvelles écritures du naturel 8 

    5+ 3  

et 3 + 5     [-18-] 

Nous pouvons donc utiliser le signe "=" et écrire 

   8=5+3    5+3=8  

8=3+5  3+5=8  

3+5=5+3 5+3=3+5 

 

Nous pouvons aussi faire le dessin, en désignant par des croix des objets distincts, et en mettant dans des étiquettes le 

nombre des objets des collections
4
. 

 

                                                 
4
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Avec un tel dessin, on ne peut mettre le signe "=" qu'entre les contenus de deux étiquettes accrochées au même 

contour. 

Le vocabulaire fait souvent question pour les maîtres : ils se demandent s'il ne faut pas tout simplement remplacer 

le mot "addition" par celui de "somme". Distinguons donc bien ces notions, car préciser le vocabulaire c'est préciser la 

pensée en s'astreignant à n'utiliser que le terme juste. 

 

L'addition des naturels est une "opération" dans N qui, à tout couple de naturels tel que (3 ; 5), fait correspondre 

un composé, ici 3 + 5, appelé somme de naturels. 

La somme 3 + 5 est donc le composé, par l'opération d'addition, des termes du couple (3 ; 5) comme la différence 

5 - 2 sera le [-19-] composé par l'opération de soustraction des termes du couple (5 ; 2), comme le produit 5 × 2 sera le 

composé par l'opération de multiplication des termes du couple (5 ; 2), et comme le quotient 6 : 2 sera le composé, par 

l'opération de division, des termes du couple (6 ; 2). 

3 + 5 n'est donc pas une addition ! Il faut enlever à cette écriture tout son caractère dynamique sous-jacent dans 

l'enseignement traditionnel. Elle n'indique pas une "action" à réaliser. Elle n'est pas davantage un "résultat", le résultat 

d'une action. C'est une écriture du nombre huit sous forme de somme. 

"3", "5", sont deux naturels, (3 ; 5) est un couple de naturels ; 3 + 5 est un naturel, celui que l'opération d'addition 

fait correspondre au couple (3 ; 5). 

Dans l'enseignement traditionnel, "l'addition'' se présentait sous forme complexe et confuse dans son dynamisme : 

"3" était un nombre de bonbons ou une longueur mesurée en cm, par exemple ; "+ ", le symbole d'un don, d'un apport, 

d'une action ; "5" notait le contenu de l'apport ; "=" symbolisait la fin de l'action, le brassage des bonbons, la disparition de 

la jonction des deux longueurs et annonçait le résultat, écrit à droite, de cette action, le paquet de bonbons ou la longueur 

obtenus. 

Une action se déroule dans le temps, et le temps n'est pas réversible, d'où le caractère irréversible qu'avait le signe 

" = ", et celui de l'écriture 3 + 5 = 8 puisque "3" est l'état initial, "5" l'état qui suit chronologiquement, et "8" l'état final. 

Nous avons toujours constaté que les enfants qui avaient compris, au sens que nous venons de décrire, l'écriture 3 + 5 = 8, 

refusaient d'écrire 8 = 3 + 5. 

Une image, même approximative, nous fera mieux comprendre l'aspect dynamique et temporel, donc irréversible, 

d'une telle notion. Supposons que "3" d®signe de la farine, et "5" des îufs, "+" nous indique alors qu'il faut m®langer le 

tout en une pâte, "=" est le passage de cette pâte dans le four de la cuisinière, "8" le gâteau qui en sort. Impossible, en 

mettant le g©teau dans le four, d'obtenir la p©te et encore moins la farine et les îufs ! 

Si les maîtres veulent "mathématiser" la notion d'addition, ils leur faut donc changer radicalement leur mode de 

pensée, renoncer à la description d'une action dans le temps, et se situer au niveau de la pensée logique, intemporelle et 

réversible. Pour ce faire, quels repères pouvons-nous leur donner ? 

 

a) Comme nous l'avons déjà indiqué, vider les symboles "=" et "+" de leurs caractères actifs, dynamiques 

dans le temps.[-20-] 

Dans l'enseignement élémentaire défini par les programmes de 1970, le signe "=" ne se rencontre qu'entre deux 

écritures d'un même naturel. 3 + 5 est une écriture de huit, 8 en est une autre écriture. Nous obtenons donc: 

3 + 5 = 8 ou 8 = 3 + 5 

Le signe " + " fait tout simplement partie de certaines écritures d'un naturel. Ces écritures ont la forme de 

"somme". 

C'est en s'astreignant à une lecture correcte de ces égalités que les instituteurs réformeront le mieux leur 

pensée. Nous devons leur demander de renoncer, par une stricte surveillance d'eux-mêmes, à la lecture : trois et 

cinq font huit. Je peux mesurer l'effort à fournir puisque, malgré des années de contrôle, il m'arrive encore 

d'utiliser cette expression. Mais nul ne dit : huit fait trois et cinq. 

Quelle lecture proposer alors ? Le "et" n'a aucun sens précis, et le signe "=" ne peut se lire "fait". Puisque 

"trois plus cinq" et "huit" sont deux désignations du même nombre, le plus simple paraît être l'emploi du raccourci 

: trois plus cinq, c'est huit - comme nous dirions : la plus petite de la classe, c'est Brigitte. 

Bien entendu la lecture : trois plus cinq égale huit reste la lecture classique, mais elle n'impose pas aux 

maîtres le même effort de redressement de la pensée. 
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Et nous continuerons de dire, dans le langage courant, "deux et deux font quatre" pour exprimer un 

modèle de certitude ! 

 

b) Remplacer le dynamisme dans le temps par un dynamisme de type logique, c'est-à-dire par la notion de 

correspondance entre une liste de couples de naturels et une liste de naturels. Ainsi 

(3 ; 5) Ÿ 3 + 5 qui se lit trois plus cinq ou huit 

(2 ; 1) Ÿ 2 + 1 qui se lit deux plus un ou trois  

(6 ; 2) Ÿ 6 + 2 qui se lit six plus deux ou huit  

(5 ; 3) Ÿ 5 + 3 qui se lit cinq plus trois ou huit 

Remarquons bien que le dynamisme logique n'est pas dans le signe "+", mais dans le passage du couple (3 

; 5) à son "image" 3 + 5 par la loi d'addition. 

Le naturel huit figure plusieurs fois dans la liste de droite. Lorsque les écritures sous forme de sommes 

auront été identifiées [-21-], rien n'empêche de l'écrire de la façon la plus simple et immédiatement 

reconnaissable, c'est-à-dire : 8. 

 

 

 

 

Nous comprenons mieux, sous cette forme, ce qu'est l'addition, car nous pouvons la décrire à partir de 

trois constituants: 

l'ensemble de tous les couples de naturels, première liste  

l'ensemble de tous les naturels, seconde liste 

l'ensemble de tous les traits qui relient un couple à son image, c'est-à-dire au composé de ses deux termes 

par cette loi. 

 

c) Évacuer le dynamisme dans le temps dans la présentation de la notion de somme, c'est-à-dire dans la 

réunion de deux collections en une seule. Présenter cette réunion "à plat" et non comme une activité 

fabricatrice. 

Deux collections d'objets distincts sont déposées sur la table : 

ou je regarde ces deux collections, ce qui ne suppose pas un ordre entre elles. L'ordre 

n'est nécessaire que pour en parler, car le discours se déroule dans le temps et je dirai que l'une est 

une collection de trois objets, l'autre de cinq. 

ou je regarde la collection de tous les objets. Elle en comporte huit. 

Cette situation, avec cette double façon de voir, me permettra d'écrire huit sous les deux formes, 

dites sommes 

3 + 5 

5 + 3 

et il en sera ainsi chaque fois que je rencontrerai une telle situation. C'est celle que nous avons 

représentée par le dessin précédent. 

 

Dans cette perspective il n'y a plus, à proprement parler, d'action qui se déroule dans le temps. Il 

s'agit, ici, d'une activité mentale qui permet de reconnaître un certain type de situation, celle où deux 

collections d'objets, tous distincts, sont réunies en une seule, celle qui engendre l'écriture d'un naturel sous 

forme de somme : le nombre des objets de la "grande" collection est la somme des nombres des objets des 

deux "petites".[-22-] 

Remarquons, enfin, pour terminer cette longue étude des notions mises en jeu par l'écriture des naturels, 

que le mot d'addition est aussi utilisé dans le langage courant, où il n'a plus son sens mathématique, pour 

désigner une technique de calcul qui permet de passer, par exemple, de l'écriture 13 + 8 à l'écriture 21, 

plus simple ou plus avantageuse. On dit couramment qu'on "compte l'opération", qu'on "trouve le 

résultat". Mieux vaut éviter ces expressions fort contestables car, comme nous l'avons vu, elles sont à 

l'origine ou proviennent d'une confusion de pensée. Parlons simplement d'un procédé pratique nous 

permettant d'obtenir la somme des deux naturels 13 et 8. 
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3) La soustraction dans N 

 

Dans l'enseignement traditionnel chaque "opération" se présentait avec son caractère propre, car elle correspondait 

à un certain type d'action matérielle distinct des autres. Alors que l'addition était liée à la notion d'apport, la soustraction 

dépendait de l'action d'ôter, d'enlever : j'ai 8 bonbons, j'en mange 3, il en reste 5. Encore fallait-il respecter la chronologie, 

donner l'état initial et le second état modifiant le premier pour que la différence soit liée à l'état final. 

D'où la quasi-impossibilité, pour les débutants, de se repérer dans des questions de ce genre : 

 

J'avais 5 bonbons, j'en ai 8, combien m'en a-t-on donné ? 

ou 

J'ai mangé 3 bonbons, j'en ai maintenant 5, combien en avais-je auparavant ? 

 

En effet, dans le premier cas, il y a apport et le nombre cherché est une différence. Dans le second intervient 

l'action d'ôter et le nombre cherché est une somme. C'est que, dans les deux cas, la recherche ne porte pas sur l'état final, 

mais sur l'état initial ou le second état. 

Nous retrouvons les difficultés et les confusions d'une pensée liée à un déroulement chronologique d'actions 

matérielles. Elle n'accède pas au plan logique et n'est pas réversible de ce fait. 

Il faut donc que les maîtres opèrent la même conversion mentale que celle qui leur a été demandée pour l'addition. 

En réalité la première, si elle est solide, suffit, car la situation logique n'est autre que la précédente, il n'y a qu'un 

changement de notation.[-23-] 

Prenons le dessin précédent de cette situation: 

 

 

 

 

 

Cette fois-ci, au lieu de l'utiliser pour écrire huit sous forme de somme, nous l'utiliserons pour écrire cinq sous 

forme de différence 8 - 3, ou 3 sous la forme 8 - 5. 

 

 

 

 

 

Et comme nous savons que le signe "=" se met entre deux écritures d'un même naturel, c'est-à-dire entre les 

contenus de deux étiquettes accrochées au même contour, nous écrirons 

8-5 = 3   3 = 8-5 

8-3 = 5   5=8-3 

Finalement la situation de base, celle où deux collections de cinq et trois objets tous distincts sont réunies en une 

collection de huit objets, nous aura permis d'écrire d'abord le nombre des objets de la "grande" sous forme de deux 

sommes, puis celui de chacune des "petites" sous forme d'une différence.  

On mesure l'importance de la maîtrise de ces notations. Un enfant doit pouvoir, sans hésiter, écrire le contenu des 
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étiquettes en [-24-] blanc sur le dessin suivant : 

 

 

 

 

 

Voici, entre bien d'autres, quelques exercices à proposer  

a) Habiller le dessin précédent par une "histoire", telle que 

Dans un vase il y a cinq roses et trois îillets. Il y a cinq plus trois (ou trois plus cinq) fleurs, c'est-à-dire huit fleurs. 

Dans un vase il y a huit fleurs, des roses et des îillets. Il y a cinq roses et huit moins cinq îillets, c'est-à-dire trois îillets. 

 

On peut aussi dire l'histoire ainsi 

Dans un vase il y a x fleurs : cinq roses et trois îillets ; x, c'est cinq plus trois (ou trois plus cinq), c'est-à-dire huit. 

      x = 5 + 3 

x = 8 

Dans un vase il y a huit fleurs, cinq roses et y îillets ; y, c'est huit moins cinq, c'est-à-dire trois. 

     y = 8 - 5 

y = 3 

 

Remarquons que 1"`histoire" ne se déroule pas dans le temps. Il s'agit bien de la description d'une situation "à plat". On 

n'y trouve ni apport, ni retrait. 

 

b) Donner un naturel écrit sous forme de somme ou de différence et demander le dessin correspondant [-25-]. 

 

                           Ainsi 4 + 2 donnera :                     5 ï 3 donnera :  
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[-26-] 

 

 

 

 

 

 

 

Ces dernières notations peuvent paraître aux maîtres ardues et compliquées. Avant de les étudier, nous leur 

laissons le soin de mettre en place celles, plus simples, que donne l'équation : 
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x ï 3 = 4 

Bien entendu, il faut proposer aux enfants des équations sans solution telles que  

x + 5 = 2 

3 ï x = 4 

Ils voient vite qu'on ne peut faire un dessin car dans le premier cas, 5 serait le nombre d'objets d'une "petite" 

collection et 2 celui de la "grande", et dans le second cas, 3 serait celui de la "grande" tandis que 4 serait celui d'une 

"petite". [27] 

 

Dans tous ces exercices, l'essentiel est le respect de la règle du signe "=". Les deux membres de l'équation doivent 

figurer dans des étiquettes accrochées au même contour. 

Jusqu'à présent nous n'avons parlé que de la différence entre deux naturels. Elle est liée à une situation qui exige 

que le premier soit supérieur au second. Précisons maintenant ce qu'est la soustraction dans N. C'est une opération qui, à 

deux naturels énoncés dans un ordre déterminé, donne pour image, si elle existe, la différence entre le premier et le 

second. 

Contrairement à ce qui se passe pour l'addition, tous les couples de naturels n'auront donc pas une image par cette 

opération. Ainsi le couple (5 ; 3) en a une, le couple (3 ; 5) n'en a pas. 

Prenons une liste de quelques couples et celle de leurs images, quand elles existent : 

 

 

 

Le naturel deux figure trois fois dans la liste des images. Nous obtenons donc les listes 

 

 

 

 

et nous décrivons la soustraction dans N à partir des trois constituants  

l'ensemble de tous les couples de naturels, première liste.  

l'ensemble de tous les naturels, seconde liste.  

l'ensemble de tous les traits qui relient un couple à son image, quand elle existe. 

 

Par la loi d'addition, tout couple a une image. C'est une loi interne dans N. On peut toujours écrire la somme de 

deux naturels. 

L'opération de soustraction ne donne pas une image à tout couple : a et b étant deux naturels distincts, elle ne 

donne une image qu'à l'un des deux couples (a ; b) et (b ; a). Ce n'est pas une loi de composition interne dans N. On ne 

peut toujours écrire la [-28-] différence entre un premier naturel et un second : l'écriture 2 - 5 est dépourvue de sens dans 

l'ensemble N. 

 

4) L'itération de ces deux opérations 

 

Notre situation de base a toujours été, dans l'étude précédente, celle de deux collections d'objets tous distincts 

réunies en une seule. Précisons bien que nous employons le terme de réunion avec son sens dans le langage courant. La 

notion de réunion, au sens mathématique, n'entre pas dans le cadre des programmes de 1970. 

La question se pose de savoir si nous saurions nous repérer dans une extension de la situation précédente, à 

savoir celle de trois collections d'objets tous distincts réunies en une seule. Appelons, A, B, C ces trois collections en 

supposant qu'elles comportent respectivement 3, 2 et 4 objets, et désignons par D la collection formée par leur réunion. 
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a) Comment utiliser alors la notion de somme de deux naturels ? 

L'idée vient naturellement de réunir deux "petites" collections, par exemple A et B, en une seule pour retrouver 

la situation bien connue. 

 

 

 

 

[- 29-] 

 

Nous savons qu'au contour représentant la collection ainsi formée, nous pouvons attacher deux étiquettes 

contenant les sommes : 

3 + 2 et 2 + 3 

Et nous voyons que la collection D est la réunion de deux collections, la collection C et celle que nous venons de 

constituer. Nous pouvons alors attacher 4 étiquettes au contour de la collection D dans lesquelles nous écrivons 

( 3 + 2 ) + 4    4 + ( 3 + 2 ) 

( 2 + 3 ) + 4    4 + ( 2 + 3 ) 

Ces quatre écritures sont des écritures du naturel neuf. 

 

Bien entendu nous allons recommencer en réunissant d'abord les collections B et C et nous obtiendrons quatre 

nouvelles écritures du nombre neuf 

( 2 + 4 ) + 3   3 + ( 2 + 4 ) 

( 4 + 2 ) + 3   3 + ( 4 + 2 ) 

Enfin la réunion préalable des collections A et C nous fournira encore quatre écritures du nombre neuf 

( 3 + 4 ) + 2    2 + ( 3 + 4 ) 

( 4 + 3 ) + 2   2 + ( 4 + 3 ) 

Nous pouvons dire que neuf est la somme des trois naturels 3, 2 et 4, et nous avons 12 façons d'écrire cette 

somme. En même temps, nous avons la possibilité d'écrire de nombreuses égalités telles que 

( 2 + 4 ) + 3 = 3 + ( 4 + 2 ) 

Il suffit de placer le signe "=" entre deux quelconques des expressions précédentes. Nous utiliserons aussi 

l'écriture 9. Ainsi 9 = ( 3 + 4 ) + 2   

Nous réduirons le nombre de ces écritures en convenant que 

2 + 4 + 3 

remplacera les deux expressions ( 2 + 4 ) + 3  et  2 + ( 4 + 3 ). 

Avec cette convention, nous n'aurons plus que six écritures de la somme de trois naturels. 

Bien entendu, nous reprendrons ici, en les adaptant à cette extension, les exercices proposés dans l'étude de la 

somme de deux naturels. 
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Rien n'empêche de poursuivre l'extension commencée par l'étude de la réunion de quatre collections d'objets tous 

distincts en une seule, et ainsi de suite. On verra facilement que l'expression conventionnelle 

2 + 4 + 5 +1       [-30-] 

peut se lire, par exemple 

( 2 + 4 ) + ( 5 + 1 )   soit 6 + 6 

ou encore  2 + [( 4 + 5 ) + 1]   soit 2 + ( 9 + 1)   ou  2 + 10 

ou   [2 + ( 4 + 5 )] + 1   soit ( 2 + 9 ) + 1  ou 11 + 1  

ou   [( 2 + 4 ) + 5] + 1   soit ( 6 +5 ) + 1   ou  11 + 1 

ou   2 + [4 + ( 5 + 1 )]   soit 2 + ( 4 + 6 )  ou  2 + 10 

 

De toutes façons nous pouvons parler de la somme de trois, quatre... naturels comme nous pouvions parler de la 

somme de deux naturels sans préciser leur ordre. 

 

b) Pouvons-nous, dans cette nouvelle situation, utiliser la notion de différence de deux naturels ? 

 

Le même procédé nous servira au départ. 

 

 

 

 

Cette situation connue, où la collection D est la réunion de deux collections, nous permet d'accrocher au contour 

représentant C une étiquette portant 

     9 - ( 3 + 2 )  

ou 9 - ( 2 + 3 ) 

Réunissons les collections B et C : 

 

 

 

 

 

Nous accrocherons au contour représentant la collection ainsi obtenue une étiquette portant 

9 - 3 

 

L'examen du dessin des collections B et C réunies de cette façon nous permet alors d'accrocher au contour 

représentant la collection C une étiquette contenant : 

( 9 ï 3) ï 2    [-31-] 

L'étude complète de la question que nous avons posée est trop complexe pour être détaillée ici. Ce qui précède 

nous donne deux écritures du naturel quatre 

9 - ( 3 + 2 )   soit 9 - 5 

( 9- 3 ) - 2   soit 6 - 2 

 

La première utilise les signes "-" et "+ ", la seconde n'utilise que le signe "-". 

Cela nous suffit pour voir que 

( 9- 3 ) - 2 = 9 - ( 3 + 2 ) 

donc que 
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( 9- 3 ) - 2 et 9 - ( 3 + 2 ) 

ne peuvent être des écritures du même naturel. 

 

Autrement dit, sur l'expression 

( 9 ï 3 ) - 2 

on ne peut "pousser" la parenthèse à droite, comme nous le faisions avec les sommes. Sinon, nous changeons de naturel 

ou nous écrivons une expression dépourvue de sens, comme ce serait le cas avec l'écriture 

( 9 ï 2 ) - 3 qui donnerait 9 - ( 2 ï 3 ) 

 

Nous ne pouvons donc parler de la différence de trois naturels, alors que nous parlions de la différence de deux 

naturels au sens de la différence entre le plus grand des deux et le plus petit. 

Les naturels (9 - 3) - 2 et 9 - ( 3 - 2) sont différents. Nous ne pouvons donc écrire 

9 - 3 - 2 

sauf, si par convention, nous déclarons que c'est l'écriture simplifiée de 

(9 - 3) - 2 

Alors l'expression 

9 - 3 - 2 - 1 

n'aura qu'une lecture 

[( 9 - 3 ) - 2] - 1  soit ( 6 - 2 ) - l   ou  4 -1 

 

Nous voyons combien l'étude d'une suite de différences est plus délicate que celle d'une suite de sommes. 

C'est que l'addition est une loi associative, propriété traduite par (a + b) + c = a + ( b + c) quels que soient les 

naturels a, b, c. 

Tandis que la soustraction ne l'est pas. Nous venons de voir en effet un cas où 

( a - b ) - c Í a - ( b - c )      [-32-] 

Terminons en signalant qu'on peut chercher à faire un dessin correspondant à l'expression 

9 - ( 3 - 2 ) 

 

Nous l'avons omis car, en fait, il y a plusieurs dessins possibles. Leur étude n'est pas nécessaire au contenu de ce 

travail. 

 

5) La multiplication dans N 

 

Traditionnellement, elle était présentée à partir des "grandeurs". Il s'agissait de trouver le prix de 6 livres à 3 F 

pièce, ou la longueur de tissu nécessaire pour faire 6 robes en sachant que la confection de chacune demande 3 m 

d'étoffe. 

Il faudra donc que les maîtres renoncent à cette présentation et, surtout, qu'ils abandonnent radicalement les 

écritures telles que 

6F × 3 = 18 F   ou  3 × 6F = 18F 

6m × 3 = 18 m   ou  3 × 6m =18m 

 

Nous savons, en effet, que le signe " = " ne peut être placé qu'entre deux écritures d'un même naturel et non entre 

des "grandeurs". Pour réformer les habitudes mentales, mieux vaut abandonner les notions de multiplicande (mesure 

d'une "grandeur") et de multiplicateur (nombre de "grandeurs", nombre de "fois"). 

La nouvelle situation de base est celle d'une certaine disposition, par lignes et colonnes, d'une collection d'objets. 

Prenons, par exemple, une collection de douze objets, et disposons ces objets de la façon suivante :  

 

 *  *  *  *   

 *  *  *  *   

 *  *  *  *   

 

Nous voyons 3 lignes de 4 objets ou 4 colonnes de 3 objets. Cette disposition nous permet d'écrire le naturel 

douze sous la forme 



 
http://micheldelord.info/apmep72.pdf 

22 

4×3 ou 3×4 

que nous appelons produit des naturels 4 et 3. 

 

Signalons aux maîtres que cette situation est celle qui leur permettra le mieux, plus tard, d'aborder le produit de 

deux naturels à partir du produit cartésien de deux ensembles. 

Nous pouvons tout de suite, avec ces nouvelles écritures de douze, former des égalités : 

3×4 = 4×3   4×3 = 3×4 

12 = 3×4   3×4 =12 

12 = 4×3   4×3 =12 

[-33-] 

 

Par ailleurs, notre nouvelle situation de base n'est pas sans lien avec la précédente. Il suffit de modifier le dessin 

de la façon suivante : 

 

 

 

 

pour retrouver l'écriture de douze sous forme de somme : 

4 + 4 + 4 

ou encore de la modifier ainsi : 

 

 

 

 

pour obtenir la somme : 

3 + 3 + 3 + 3 

Nous pouvons donc passer de l'écriture d'un naturel sous forme de produit à deux écritures de ce naturel sous 

forme de somme de termes égaux. 

 

Ainsi le naturel 5 × 2 peut s'écrire 

2 + 2 + 2 + 2 + 2    ou 5 + 5 

5×2 = 2 + 2 + 2 + 2 + 2  5 × 2 = 5 + 5 

 

De même nous pouvons écrire une somme de naturels égaux sous forme de produit. 

 

7 + 7 + 7  s'écrira  7 × 3 ou  3 ×7 

7 + 7 + 7 = 7 × 3 

7 + 7 + 7 = 3 × 7 

Nous pouvons encore, par le passage implicite au produit, remplacer une somme de naturels égaux par une autre 

somme, par exemple 
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7 + 7 + 7  par 3+ 3 + 3 + 3 + 3 + 3 + 3 

7 + 7 + 7   =   3+ 3 + 3 + 3 + 3 + 3 + 3 

Dans tout ce qui précède, la notion de produit se réfère à l'image mentale d'une collection d'objets disposés en 

lignes et colonnes. Ainsi en lisant 

5 × 3 

nous voyons mentalement 5 lignes de 3 ou 5 colonnes de 3. 

 

Il nous a été utile, pour l'étude de certaines propriétés du produit, de lier cette notion à un autre type d'image 

mentale, celle d'"arbre''. Ainsi le produit 5 × 3 évoquera les deux images 

 

 

 

 

 

Ces deux arbres ont quinze branches, mais le premier est fait de trois bouquets de cinq tandis que le second est 

construit avec cinq bouquets de trois. 

Si nous nous reportons à notre première image mentale, les "grosses" branches de l'arbre de gauche représentent 

les lignes, tandis que celles de l'arbre de droite figurent les colonnes. 

La multiplication dans N peut maintenant être définie comme une loi de composition interne qui, à tout couple 

de naturels, donne pour image leur produit. 

Prenons une liste de quelques couples et celle de leurs images 

 

 

 

ou encore 

 

 

 

 

La multiplication constituants dans N peut donc être décrite à partir de trois constituants : 

l'ensemble de tous les couples de naturels,  

l'ensemble des naturels,  

l'ensemble de tous les traits qui relient un couple à son image. 

Comme tout couple possède une image, c'est une loi de composition interne. On peut toujours écrire le produit 

de deux naturels. [-35-] 

 

6) La division dans N 

 

Puisque nous avons abandonné tout recours aux "grandeurs", il n'y aura plus les deux traditionnelles divisions, 

celle qui donne la "valeur d'une part", et celle qui donne le "nombre de parts" ; la seconde étant d'ailleurs réputée plus 

difficile que la première. 

Nous conservons la situation de base précédente, disposition en lignes et colonnes d'une collection d'objets. 

Supposons que nous ayons quinze objets à disposer par lignes de cinq. Il suffit de faire le dessin : 

 

 ǒ ǒ ǒ ǒ ǒ  

 ǒ ǒ ǒ ǒ ǒ  
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 ǒ ǒ ǒ ǒ ǒ  

pour voir que nous obtenons trois lignes. Bien entendu si nous avions pris une disposition par colonnes de cinq, nous 

aurions obtenu trois colonnes. 

Ce qui nous permet d'écrire trois sous la forme 

15 : 5 

que nous appelons quotient de 15 par 5. 

3 = 15 : 5 

Pouvons-nous disposer les objets de cette collection par rangées de six ? On voit aisément que ce n'est pas 

possible. 

L'expression 15 : 6 est dépourvue de sens. Il n'y a pas dans N de quotient de 15 par 6. 

Si nous voulons nous référer à notre deuxième image mentale, il nous suffit de faire des bouquets de cinq 

branches pour en trouver trois, c'est-à-dire de dessiner l'arbre de gauche de haut en bas. Certains élèves utilisent celui de 

droite en dessinant d'abord les cinq "grosses" branches du bas, puis en attribuant à chacun d'abord un premier rameau, 

puis un second et ainsi de suite. Au troisième, l'arbre possède ses quinze "petites" branches. 

La division dans N sera définie comme une opération interne, qui, à tout couple de naturels, donne pour image le 

quotient, s'il existe, du premier par le second. Ce n'est pas une loi de composition interne puisqu'il existe des couples 

n'ayant pas d'image par cette opération. 

Prenons une liste de couples et celle de leurs images, quand elles existent. 

  

 

 

 

ou encore 

 

 

 

 

Nous décrivons la division dans N à partir de ses trois constituants 

l'ensemble de tous les couples de naturels,  

l'ensemble de tous les naturels, 

l'ensemble de tous les traits reliant un couple à son image, si elle existe. 

 

Donnons, comme nous l'avons fait pour les notions de somme et de différence, quelques exercices sur celles de 

produit et de quotient. 

 

a) Habiller les images mentales par des "histoires". 

 

Dans l'armoire, il y a trois rayons de cinq livres. Elle contient trois que multiplie cinq (ou cinq que multiplie 

trois) livres, c'est-à-dire quinze livres. 

 

J'ai cinq poules. Chacune a pondu trois îufs. J'ai cinq que multiplie trois (ou trois que multiplie cinq) îufs, 

c'est-à-dire quinze îufs. 

 

J'ai trois billes, j'échange chaque bille contre deux sucettes. J'ai trois que multiplie deux (ou deux que multiplie 

trois) sucettes, c'est-à-dire six sucettes. 

 

J'ai cinq livres, j'échange chacun d'eux contre quatre francs. J'ai cinq que multiplie quatre (ou quatre que 
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multiplie cinq) francs soit vingt francs. 

 

J'ai douze neufs, avec trois îufs je fais une omelette. J'ai douze divis® par trois omelettes, c'est-à-dire quatre 

omelettes.  [-37-] 

 

On verra que ces "histoires" se réfèrent à l'une ou l'autre des deux images mentales, mais que chacune se refère 

plus facilement - sans que ce soit une loi - à l'une plutôt qu'à l'autre. 

 

Elles peuvent aussi être dites ainsi : 

J'ai cinq poules, chacune a pondu trois îufs, j'ai x îufs. 

x = 5 × 3  ou  x = 3 × 5 

x = 15. 

 

J'ai douze îufs, avec trois îufs, je fais une omelette. J'ai x omelettes. 

x = 12 : 3 

x = 4 

 

b) Donner un naturel écrit sous forme de produit ou de quotient, et demander les dessins correspondants. 

 

Ainsi 4 × 2 

donnera 

 

 

huit objets  

    

 

 

huit branches  

 

10 : 2 

donnera 

 

 

cinq rangées  

    

 

 

cinq bouquets  

ou encore   [-38-]  






























































